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概率 论 是 研究 现实 的 随机 世界 , 即 自然 界 和 人 类 社会 中 随机 
现象 的 一 门 数学 分 支 。 它 的 基础 是 由 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (Kolmogorov) 
公理 系统 (简称 为 K 公理 系统 ) 葛 定 的 "在 人 公理 条 统 中 松 率 空间 
(62，7 , 呈 ) 是 一 切 研究 的 出 发 点 。 其 中 介 是 某 个 集合 , 它 的 元 素 称 
为 基本 事件 ;. 是 人 上 的 og 域 , 它 的 元 素 称 为 事件 ;PP 是 .x 上 的 
概率 测度 ,数值 P(A) 是 事件 4 出 现 吾 能 性 的 度量 。 干 是 ,集合 论 
和 测度 论 方法 被 硬性 地 搬 到 概率 论 中 ,并 用 它 推 演出 柜 率 论 的 理 
论 体系 。 

这 种 研究 模式 至 少 存 在 五 个 缺点 ,(D 它 没 有 建立 随机 世界 的 
整体 形象 ,作为 类 比 , 初 等 几何 建立 了 自己 的 整体 形象 -- 一 网 氏 空 
问 ,使 得 图 形 及 其 变量 的 研究 既 形 象 又 生动 。 试 问 : 概 率 论 为 什么 
不 这 样 做 呢 ? 人 由 于 概率 空间 被 绝对 化 .从 而 切断 了 概率 空间 内 
外 事件 之 间 的 联系 ,破坏 了 随机 现象 的 直观 性 和 形象 性 。c 无 法 
解释 集合 论 方法 为 什么 能 用 于 研究 随机 现象 。@ 没有 讨论 条 件 与 
概率 之 问 的 内 在 联系 ,很 难 揭示 条 件 概 率 与 独立 性 的 本 质 。 事实 
上 ,K 公理 系统 引进 的 条 件 概率 是 混乱 的 。 回 概率 论 的 核心 内 容 
被 模糊 。 作 为 类 比 ,不 管 现代 几何 学 的 发 展 如 何 多 种 多 榜 , 直观 的 
欧 氏 几何 总 以 某 种 形式 存在 于 其 他 类 型 的 几何 之 中 ,并 且 是 产生 
这 些 几 何 的 源泉 。 试 问 : 概 率 论 中 的 “ 欧 氏 几何 ”存在 吗 ? 是 什么 ? 

本 书 提出 的 模 率 论 自然 公理 系统 克 最 了 上 述 缺 点 ,发 是 出 一 
种 新 的 研究 模式 。 自 然 公 理 系 统 把 随机 世界 抽象 成 因果 空间 。 因 

空间 中 的 事件 不 仅 保 持 随 机 现象 的 直观 性 和 形象 性 ,而 日 获得 
多 种 表达 形式 。 概 率 论 中 集合 论 方法 是 众多 种 表达 式 的 转 澳 中 产 
生出 来 的 。 





从 哲学 的 角度 看 ,事件 存在 多 种 表达 式 是 因果 律 中 “ 因 ” 和 
“ 果 ” 在 数学 中 的 反映 ;关于 因果 律 思维 方式 的 数学 抽象 就 是 概率 
论 中 集合 论 方法 和 测度 论 方法 。 

因果 空间 中 存在 各 种 各 样 的 “图 形 ”。 自 然 公理 系统 主要 研究 
两 类 “图 形 ” 一 一 随机 试验 和 概率 空间 ,其 中 的 核心 分 别 是 离散 型 
试验 和 波 菜 尔 (Borel) 试 验 , 离 散 型 概率 空间 和 柯 尔 莫 哥 洛 夫 概 率 
空间 。 在 因果 空间 中 不 仅 可 以 研究 单个 的 “图 形 ” 而且 可 以 研究 不 
同 “ 图 形 ” 之 间 的 关系 和 进行 数学 演算 。 

应 用 随机 试验 这 个 概念 ,我 们 揭示 出 概率 .条 件 概率 和 独立 性 
的 本 质 。 并 且 发 现 用 拉 东 -一 尼 科 迪 姆 定理 定义 的 条 件 概 率 实际 上 
不 是 条 件 概率 ,而 是 取 了 一 个 不 恰当 的 名 称 。 

现实 中 的 随机 现象 经 过 数学 处 理 后 几乎 都 可 以 用 随机 变量 表 
达 , 并 且 应 用 柯 尔 莫 到 洛 夫 概 率 空 间 的 统计 知识 可 以 得 到 随机 变 
量 蕴含 的 全 部 统计 知识 和 统计 规律 。 于 是 ,因果 空间 、 离 散 型 试验 、 
波 莱 尔 试验 、 离 散 型 概率 宝 间 、 柯 尔 英 哥 洛 夫 概率 空间 和 随机 变量 
组 成 了 概率 论 的 核心 内 容 。 这 些 核心 内 容 使 人 们 认识 到 随机 世界 
不 是 一 个 杂乱 无 章 、 难 于 捉摸 的 世界 ,而 是 一 个 条 理 清楚 、 按 统计 
规律 在 不 断 变化 的 世界 。 

由 于 作者 的 知识 和 能 力 所 限 ,本 书 又 是 首次 阐明 新 思想 的 著 
作 , 因 此 书 中 必定 存在 不 完善 、. 芍 漏 . 不 受 和 叙述 含糊 的 地 方 , 姑 请 
读者 指正 和 补充 。 

书稿 完成 后 得 到 清华 大 学 出 版 社 的 大 力 支 持 , 使 本 书 能 够 很 
快 地 献 给 读者 。 北 京 科技 太 学 秦 明 达 教 授 仔 细 地 审阅 了 全 稿 ,提出 
许多 中 肯 的 、 宝 贵 的 意见 ,使 书稿 质量 大 有 提高 。 在 写作 过 程 中 得 
到 教育 科学 出 版 社 郑 桂 泉 副 编审 的 许多 帮助 ,加 速 了 书稿 的 完成 。 
在 此 ,向 他 们 表达 最 诚 便 的 谢意 。 
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绪论 


概率 论 的 研究 对 象 是 现实 世界 中 的 随机 现象 (本 书 称 之 为 随 
机 世界 )。 柯 尔 莫 哥 洛 夫 (A. H. Kolmogorov) 于 1933 年 发 表 专 
著 趾 ,建立 了 概率 论 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 公理 系统 (简称 为 K 公理 系 
统 )。K 公理 系统 为 现代 概率 论 的 董 勃 发 展商 定 牢固 的 基础 ,成 为 
概率 论 发 展 史上 的 一 个 里 程 碑 。 

对 K 公理 系统 的 批评 主要 来 自 贝 叶 斯 (T, Bayes) 学 派 。 针 对 
K 公理 系统 的 缺点 和 不 足 , 非 纳 特 (B. de Finetti) 提 出 7 个 讨论 
题 王 。 一 些 作者 建立 与 K 公理 系统 稍 有 差别 的 公理 系统 7。 综述 
性 文献 [8] 介 绍 了 建立 主观 概率 公理 系统 的 情况 。 

我 们 从 另 一 方面 加 入 K 公理 系统 的 批评 者 行列 ,指出 如 下 
7 点 不 足 或 可 商 梭 之 处 。 

(1) 概率 论 公理 系统 应 当 完 成 一 个 宏伟 的 目标 
世界 的 数学 模型 。 

` 它 应 当 把 貌似 杂乱 无 章 的 随机 世界 组 织 成 一 个 既 形象 又 严谨 
的 逻辑 体系 。 即 是 说 ,首先 找 出 随机 世界 中 几 个 最 本 质 的 属性 ,把 
它们 抽象 成 公理 系统 ,然后 对 公理 系统 进行 逻辑 推理 和 数学 演算 ， 
最 终 推演 出 概率 论 的 理论 体系 。 肯 的 是 发 现 随机 世界 中 更 多 更 深 
刻 的 性 质 和 规律 。 

但 是 ,K 公理 系统 没有 提出 这 项 任务 。 它 只 是 研究 随机 世界 
的 某 个 局 部 ,并 把 它 抽象 成 概率 空间 .概率 空间 之 间 的 联系 是 不 清 
楚 的 。 

(2) 概率 论 为 什么 没有 自身 独特 的 研究 场所 ? 

随机 现象 在 现实 中 如 此 具体 、 如 此 广泛 。 可 是 ,研究 它们 的 概 

。 1 。 





建立 随机 





率 论 却 没 有 为 自己 建筑 “住房 ”一 -独特 的 研究 场所 。 这 是 一 种 

不 正常 的 现象 。 导 致 一 些 数学 家 认为 :概率 论 成 为 测度 论 的 一 部 

分 。 究 其 原因 ,来 自 于 在 K 公理 系统 中 基本 事件 空间 是 一 个 任意 

的 集合 ,概率 空间 是 在 这 个 集合 上 形成 的 一 类 特殊 的 测度 空间 。 
(3) K 公理 系统 破坏 了 随机 世界 的 直观 形象 : 





QD 必然 事件 皆 相 等 , 即 必 然 事件 是 惟 | @ 不 对 。 不 同 的 概率 空间 有 不 同 的 必然 


事件 。 


件 才能 进行 并 交 、 差 运算 。 





由 此 不 难看 出 ,K 公理 系统 人 为 地 切断 了 概率 空间 内 外 随机 现象 
之 间 的 联系 ,因而 缩小 了 概率 论 和 数理 统计 的 研究 范围 。 

(4) KK 公理 系统 中 的 事件 (例如 “明天 晴 ”) 为 什么 是 基本 事件 
的 集合 ? 而 由 基本 事件 形成 的 集合 为 什么 有 的 是 事件 ? 有 的 又 
不 是 ? 

这 个 问题 相当 于 菲 纳 特 的 第 1 个 讨论 题 。 进 而 我 们 可 以 用 更 
哲理 的 方式 询问 以 下 问题 。 

(5) 集合 论 方法 为 什么 会 成 为 研究 随机 现象 的 基本 方法 ? 

(6) K 公理 系统 中 基本 事件 可 以 是 事件 ,也 可 以 不 是 事件 。 如 
果 不 是 ,试问 它 是 什么 ? 

(7) K 公理 系统 没有 探讨 条 件 与 概率 之 间 的 内 在 联系 。 条 件 
概率 和 独立 性 的 直观 背景 被 掩盖 ,因而 很 难 把 它们 推广 到 一 般 
场合 。 

这 个 问题 相当 于 菲 纳 特 的 第 6 个 讨论 题 。 

本 书 完满 地 解答 了 上 述 疑 问 ,把 K 公理 系统 发 展 成 概率 论 的 





@@ 自然 公理 系统 提供 的 “住房 "是 因果 空间 。 
本 2 bd 








自然 公理 系统 。 自 然 公理 系统 把 随机 世界 描述 为 一 个 像 欧 氏 空间 
那样 既 形 象 又 能 进行 数学 演绎 推理 的 空间 一 一 因果 空间 。 表 0. 1 
用 类 比 的 方式 显示 自然 公理 系统 的 结构 和 意义 。 


表 0.1 


学 科 


概率 论 与 欧 氏 几何 学 
欧 氏 几何 学 


类 比 表 
概 率 论 





直观 的 研究 对 象 


， 现实 世界 中 物体 的 形状 


现实 世界 中 的 随机 现象 
(随机 志 界 》 





公理 化 方法 
元 素 
元 家 之 间 的 关系 


希 尔 伯 特 公理 系统 
点 ,直线 .平面 
5 组 公理 


自然 公理 系统 
随机 事件 
6 组 公理 





公理 化 后 的 产物 
研究 对 象 


研究 任务 


欧 几 里 得 空间 
图 形 
图 形 的 度量 


. 惧 氏 几何 学 是 研究 图 形 和 
| 对 图 形 进行 度量 的 一 门 学 
| 科 。 它 包括 

| 人 单个 图 形 或 单个 度量 
， 化 后 图 形 的 性 质 ; 

| 名 不 同 图 形 或 不 同 度量 
化 后 图 形 之 间 的 关系 。 








因果 空间 
随机 试验 
概率 空间 


概率 论 是 研究 因果 空间 中 

随机 试验 和 对 试验 进行 赋 

概 的 一 门 学 科 。 它 包括 ， 

了 单个 随机 试验 或 单个 
概率 空间 的 性 质 ; 

名 不 同 随 机 试验 或 不 同 
概率 空间 之 问 的 关系 。 





自然 公理 系统 具有 两 大 特点 。 第 ] 个 特点 是 遵守 现代 化 公理 
系统 的 要 求 , 是 一 个 形式 化 的 公理 系统 。 

形式 化 的 含义 是 ,首先 找到 概率 论 的 基本 对 象 -一 随机 事件 ， 
把 它 作为 不 能 定义 的 元 素 , 并 用 符号 4,B,C… 表 示 它 们 ;其 次 ,把 
元 素 之 间 的 关系 抽象 成 6 组 公理 ,并 且 公 理 也 被 符号 化 ;最 后 ,以 
6 组 公理 为 基础 ,对 符号 进行 逻辑 推理 和 数学 演算 ,得 到 新 的 符号 
组 合 一 一 各 种 各 样 的 结论 ,从 而 形成 概率 论 的 理论 体系 ,由 于 在 推 
理 和 演算 时 不 必 顾 虚 这 些 符号 的 具体 意义 ,因而 保证 了 结论 的 可 


ea。 3。 








人 靠 性 。 

第 2 个 特点 是 具备 古典 公理 系统 所 要 求 的 直观 性 和 形象 性 。 
在 选择 公理 时 力求 简单 .直观 ,的 确 不 需 证 明 就 被 人 们 所 接受 。 

概率 论 有 非常 具体 的 研究 对 象 一 一 随机 世界 .因此 ,直观 形象 
是 概率 论 产生 的 源泉 ,存在 的 基础 。 它 不 仅 启迪 研究 者 的 思维 , 帮 
助 思 考 ,而 且 不 断 地 为 概率 论 和 数理 统计 提供 新 的 研究 任务 .新 的 
研究 方向 ,并 指明 发 展 方向 ,使 概率 论 充满 了 生机 和 活力 ,生长 出 
许多 边缘 学 科 , 形 成 非常 庞大 的 数学 分 支 。 

在 内 容 安排 上 作 两 点 说 明 : 

(1) 我 们 在 引进 某 组 公理 之 前 先 扼 要 地 介绍 这 组 公理 的 直观 
背景 %. 

虽然 我 们 生存 在 随机 世界 之 中 ,对 随机 现象 积累 了 许多 感性 
的 、 直 观 的 知识 。 但 是 ,这 些 知识 却 是 零散 的 .无 组 织 的 ,多 数 人 仍 
然 认为 它 是 一 个 杂乱 无 章 .难于 捉摸 的 世界 。 因 此 ,指明 每 条 公理 
的 直观 背景 是 我 们 的 首要 任务 .不 仅 如 此 ,我 们 用 一 章 的 篇 幅 介绍 
随机 世界 的 直观 形象 .目的 是 把 随机 世界 整理 成 一 个 较 有 条 理 的 、 
富有 规律 性 的 世界 ,为 自然 公理 系统 的 出 现 作 思想 和 与 论 的 
准备 2。 

(2) 在 引进 某 组 公理 后 立即 用 它们 推导 出 一 些 基本 的 、 常 用 
的 结论 ,并 给 予 证 明 。 其 作用 有 3 方面 : @ 使 内 容 成 为 完整 的 、 系 
统 化 的 理论 ; @ 具备 集合 论 基础 知识 的 读者 能 够 理解 自然 公理 
系统 ; 加 为 专家 们 指明 常见 的 性 质 和 结论 在 自然 公理 系统 中 所 
占据 的 位 置 。 

本 书 是 数学 基础 性 专著 。 阅 读本 书 只 须 具 备 基 础 性 的 数学 知 
识 , 但 需要 有 较 强 的 逻辑 思维 能 力 。 





@ 建立 和 培养 因果 空间 的 直观 形象 是 自然 公理 系统 的 一 项 不 可 缺少 的 任务 ,是 
本 书 的 重要 组 成 部 分 。 
@@ 第 1 章 是 具有 新 观点 的 科普 性 内 容 。 
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第 1 章 ”概率 论 的 现实 背景 


人 们 在 认识 随机 世界 一 一 自然 界 和 人 类 社会 中 各 种 各 样 的 随 
机 现象 时 积累 了 大 量 的 简单 观察 ,发 现 了 一 些 行 之 有 效 、 久 经 考验 
的 实际 方法 。 公 理化 方法 就 是 从 这 些 素材 中 提取 出 一 些 最 本 质 的 
属性 ,进行 严密 精致 的 逻辑 加 工 , 形 成 概率 论 的 公理 系统 。 然 后 以 
公理 系统 为 基础 ,建立 概率 论 的 理论 体系 ,在 新 高 度 上 认识 随机 
世界 。 

本 章 从 最 重要 的 素材 中 提取 出 两 个 原理 : 

概率 论 原理 1 : 随机 事件 只 有 通过 它 和 其 他 事件 之 间 的 联系 
才能 被 认识 。 

概 雍 论 原 理 3: 在 合理 划 定 (或 给 定 ? 的 条 件 下 ,随机 事件 出 
现 的 可 能 性 大 小 能 够 用 [0,1] 中 惟 -- 的 实数 p 表达 。 

原理 I 指导 我 们 建立 自然 公理 系统 的 前 3 组 公理 。 原 理工 用 
于 指导 建立 自然 公理 系统 的 后 3 组 公理 。 


1.1 研究 对 象 


日 月 星辰 ,周而复始 ;两 雪 阴 睛 ,气象 万 千 ; 江 河 奔流 , 汇 入 大 

海 。 生 物 世 界 , 适 者 生存 ,繁衍 后 代 , 免 遭 灭绝 。 战 争 与 和 平 ,政治 

与 经 济 , 科 技 与 文化 ,文娱 与 体育 , 则 是 万 物 之 灵 一 一 人 类 的 创造 。 

自然 界 和 人 类 社会 永远 处 在 不 断 变 化 和 发 展 之 中 。 上 反映 变化 

和 发 展 的 标志 是 出 现 各 种 各 样 的 现象 ,或 者 说 ,发 生 形 形 色色 的 事 
情 。 例 如 : 

《1) 太阳 从 东方 升 起 (用 4, 表示 这 个 现象 , 称 为 事件 4, )。 

. 5 . 








(2) 月 亮 从 太空 中 消失 (事件 4,)。 

(3) 两 物体 之 间 存 在 吸引 力 (事件 A,)。 

(4) 在 标准 气压 下 ,水 加 热 到 50C 时 沸腾 (不 可 能 事件 4,) 。 

(5) 明天 有 雨 (事件 4;)。 

(6) 明天 阴 ( 事 件 A4;)。 

(7) 明天 晴 ( 事 件 4; )。 

(8) 明天 的 最 高 气温 为 EC (事件 4A。)。 

(9) 明天 的 最 低 气 温 为 7C (事件 4,)。 

(10) 某 夫妇 的 胎儿 是 男孩 (事件 4A,。)。 

(11) 某 夫妇 的 胎儿 是 女孩 (事件 411)。 

(12) 用 第 2 代 杂 交通 豆 培育 的 某 植 株 开 白 花 (事件 41,)。 

(13) 用 第 2 代 杂 交 吏 豆 培育 的 某 植 株 开 红 花 (事件 4,,)。 

事件 4 和 4,s 取 自 备 德尔 (G. Mendel) 做 过 的 著名 遗传 学 实 

(14) 镀 内 放 入 个 球 ,分 别 标号 为 1,2,…,n。 任 意 取 出 - -个 
球 , 它 是 第 ; 号 球 ( 事 件 Bi 二 1,2,… ,1)。 

(15) 100 件 产品 中 有 5 件 次 品 .任意 取出 3 件 , 它 们 全 是 次 品 
(事件 41;)。 

(16) 某 日 进入 某 商 店 的 人 数 恰 为 5 干 人 (事件 A16)。 

(17) 某 日 进入 某 商 店 的 人 数 不 超过 5 千 人 (事件 41;)，。 

(18) 向 桌面 抛 一 枚 硬币 时 正面 朝 上 (事件 he) 。 

(19) 向 桌面 抛 一 枚 硬币 时 反面 朝 上 (事件 41,)。 

(20) 向 桌面 抛 一 枚 硬币 时 硬币 直立 (事件 4x)。- 

(21) 掷 一 颗 从 子 时 出 现 ; 点 (事件 Ci,i=1,2,3,4,5,6)。 

(22) 掷 一 颗 山 子 时 出 现 偶数 点 (事件 42)?。 

(23) 掷 两 颗 仍 子 时 一 颗 出 现 ; 点 , 另 一 颗 出 现 j 点 (事件 D,,， 
ij 一 1,2,3,4,5,6)。 

(24) 掷 两 颗 仍 子 时 出 现 双 6( 事 件 4,,)。 
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(25) 掷 两 颗 骸 子 时 出 现 的 点 数 之 和 大 于 8( 事 件 4x ) 。 
诸如 此 类 的 事件 无 穷 无 尽 ,不 可 能 一 一 列举 。 

所 有 的 科学 都 研究 事件 。 概 率 论 也 是 研究 事件 的 科学 。 它 和 
其 他 科学 的 区 别 在 于 以 下 4 个 方面 : 

(1) 概率 论 只 关心 事件 是 否 出 现 。 

(2) 概率 论 不 关心 事件 本 身 的 其 他 内 容 。 

(3) 概率 论 通 过 事件 之 间 的 联系 来 认识 事件 。 

例如 ,对 于 事件 4A; ,概率 论 不 是 通过 4; 的 具体 内 容 ( 璧 如 说 ， 
出 现 “ 烈 日 当空 ”等 现象 ) 来 认识 “明天 晴 ”, 而 是 通过 4s 和 A。 等 
事件 不 出 现 来 认识 “明天 上 晴 ”。 

(4) 如 果 事 件 能 够 出 现 , 则 猜测 出 现 的 可 能 性 大 小 。 

现象 .事情 、 或 事件 是 否 出 现 受 各 种 各 样 的 条 件 ( 包 括 种 种 偶 
然 的 ,不 可 预测 的 因素 ;支配 .概率 论 把 它们 称 为 随机 现象 ,或 随机 
事件 ,用 意 是 强调 它们 的 出 现 随 “ 机 会 ”而 定 。 事 实 上 ,即使 像 * 太 阳 
从 东方 升 起 ”这样 的 事件 ,其 出 现 也 依赖 于 “机 会 >。 因 为 当 你 站 在 
其 他 星球 上 ,或 者 站 在 地 球 的 南北 极 处 进行 观察 ,事件 4, 就 未 必 
出 现 。 

现在 能 够 概括 出 随机 事件 的 一 个 特点 ,我 们 把 它 概括 成 如 下 
原理 。 

概率 论 原理 1 ; 随机 事件 只 有 通过 它 与 其 他 事件 之 间 的 联系 
才能 被 认识 。 

为 了 用 语 上 的 方便 ,今后 把 随机 事件 简称 为 事件 。 


1.2 研究 任务 


《中 国 大 百科 全 书 . 数学 中 “概率 论 ” 条 目 明确 指出 :“ 概 率 

论 :研究 随机 现象 数量 规律 的 数学 分 支 .” 数 量规 律 是 一 种 高 度 概 

括 的 语言 。 依 据 1. 1 节 的 讨论 ,数量 规律 应 当 包 括 随 机 现象 之 间 的 
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联系 和 随机 现象 出 现 的 规律 。 

我 们 把 概率 论 遵循 的 一 个 基本 信念 写成 以 下 原理 。 

概率 论 原理 工 :在 合理 划 定 (或 给 定 ) 的 条 件 下 ,随机 事件 出 现 
的 可 能 性 大 小 能 够 用 [0o,1] 中 惟一 的 实数 p 表达 。 

在 这 个 原理 下 ,随机 现象 出 现 的 规律 就 是 我 们 日 常生 活 中 的 
语言 :“ 在 给 定 的 条 件 下 , 某 随机 现象 以 a% 的 可 能 性 出 现 。“ 或 者 ” 
在 给 定 的 条 件 下 ,我 们 以 a% 的 把 握 断 定 (或 期 待 ) 某 随机 现象 
出 现 。” 

用 多 代表 合理 划 定 (或 给 定 ) 的 条 件 ; 用 4 代表 条 件 到 下 
涉及 的 某 个 随机 事件 ; 数值 p 改 用 符号 P(A1 多 ) 表示 , 称 之 为 条 
件 名 下 事件 4 的 概率 。 于是， 概率 论 具 有 非常 单纯 的 任务 : 求 
P(AIZ). 

为 了 完成 这 项 任务 ,必须 把 条 件 多 ,事件 4A, 概 率 P(A|%) 抽 
象 成 能 进行 逻辑 推理 和 数学 演算 的 对 象 。 这 正 是 概率 论 自然 公理 
系统 所 要 做 的 工作 。 

在 结束 本 节 之 前 我 们 给 出 3 点 注 记 。 

注 1 随机 性 的 本 质 是 什么 ?遵循 的 基本 信念 是 否 合理 ? 概率 
论 拒绝 回答 这 样 的 问题 。 它们 是 哲学 探讨 的 问题 。 当然, 把 在 基本 
信念 上 所 建立 的 概率 理论 与 现实 随机 世界 进行 比较 ,其 吻合 程度 
可 以 间接 地 检验 基本 信念 是 否 合理 ,是 否 需 要 修正 。 

注 2 统计 规律 是 概率 论 中 经 常 使 用 的 语言 。 按 通常 的 理解 ， 
大 量 随 机 现象 中 蕴含 的 集体 规律 性 被 认为 是 统计 规律 。 或 者 更 明 
确 地 叙述 为 :“ 就 一 次 试验 而 言 ,看 不 出 什么 规律 ,但 是 ' 大 数 次 ' 地 
重复 这 个 试验 ,试验 的 结果 又 遵循 某 些 规律 ,这 种 规律 称 之 为 统计 
规律 ,这 一 类 试验 称 为 随机 试验 ,试验 所 代表 的 现象 称 之 为 随机 现 
象 。”[10] 

注 3 在 《现代 汉语 词典 ) 中 规律 被 解释 为 “事物 之 间 的 内 在 
的 必然 联系 ”在 投掷 硬币 一 次 的 实验 中 我 们 有 结论 :硬币 出 现 正 
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面 的 可 能 性 是 50%。” 按 词典 的 解释 ,这 个 结论 不 是 规律 ; 按 注 2 
的 解释 ,这 个 结论 也 不 是 统计 规律 。 但 是 ,这 个 结论 的 确 是 随机 现 
象 出 现 的 一 个 规律 。 为 此 ,本 书 认为 出 现 规律 就 是 统计 规律 。 

知识 一 词 比 规律 包含 更 多 的 内 涵 。 它 通常 解释 为 “人 们 在 研 
究 和 改造 世界 的 实践 中 获得 的 认识 和 经 验 的 总 和 ?”. 涉 及 随机 现象 
的 知识 称 为 统计 知识 。 在 本 书 中 把 概率 论 规定 为 : 概率 论 是 研究 
随机 现象 统计 知识 的 数学 分 支 。 即 是 说 ， 我 们 把 统计 知识 等 同 于 
“数量 规律 ”， 它 至 少 包 含 两 项 内 容 :， 随机 现象 之 间 的 联系 和 统计 
规律 。 


1.3 概 素 


为 了 理解 概率 论 原 理工 ,必须 探讨 概率 的 含义 ,这 个 概念 在 自 
然 科学 和 社会 科学 中 已 被 广泛 使 用 .甚至 模式 为 “明天 降雨 概率 是 
60%% ”的 天 气 预 报 也 已 为 人 们 普遍 接受 ,似乎 概率 这 一 概念 不 会 再 
有 什么 异议 。 其 实 不 然 ,仔细 考察 一 下 ,就 会 发 现 各 人 的 理解 和 作 
出 的 解释 往往 是 不 同 的 ,这 不 能 不 影响 到 对 于 概率 论 .数理 统计 的 
看 法 和 应 用 的 范围 .这 一 现象 并 不 是 现在 才 有 的 ,从 概率 论 的 发 展 
历史 来 看 ,几乎 从 它 诞生 时 起 ,就 相伴 着 争论 ,只 是 在 不 同 的 时 期 ， 
争论 的 出 发 点 ,争论 的 重点 有 所 不 同 ,并 且 影 响 到 学 科 的 内 容 和 发 
展 趋势 .”“ 时 至 今日 ,还 没有 一 个 为 所 有 概率 学 者 都 接受 的 
解释 。 

作者 的 观点 是 :每 种 解释 都 从 某 个 侧面 发 据 出 概率 的 本 质 , 重 
要 的 是 了 解 在 什么 样 的 条 件 下 某 种 解释 才 是 合理 的 、 可 接受 的 。 事 
实 上 ,多 种 解释 并 存 不 仅 使 我 们 正确 地 .全 面 地 理解 “概率 是 什 
么 ”而 且 产 生 许多 方面 的 应 用 ,甚至 得 到 意料 之 外 的 . 令 人 惊喜 的 
发 现 。 

下 面 介绍 4 种 流行 的 解释 。 








1.3.1 概率 的 古典 定义 


拉 普 拉 斯 (P. S. Laplace) 首 次 明确 地 给 出 概率 的 定义 (1814 
年 )。 他 把 概率 定义 为 “有 利 情况 ”的 数目 除 以 “全 部 可 能 情况 ”的 总 
数目 。 这 就 是 概率 的 古典 定义 。 在 一 些 场合 ,古典 定义 是 清楚 的 、 
明确 的 。 
例 1 向 光滑 的 桌面 随意 地 投掷 一 枚 硬币 (实验 8,)。 实 验 的 
结果 不 是 出 现 正面 ,就 是 出 现 反 面 。 因 此 全 部 可 能 的 情况 为 
‘正面 ), 《反面 (1.3.1) 
用 安 , 表示 确定 实验 的 条 件 , 用 已 (( 正 面 )| 宏 ,) 表 示 ( 正 面 ) 出 现 的 
概率 .由 于 正面 出 现 只 含 一 种 有 利 情况 ,按照 古典 概率 的 定义 得 出 


忆 (( 正 面 )| 客 ,) = (1. 3. 2) 

同 理 
PC 反面 )1 多 ,) = 二 (1.3.3) 
例 2 向 光滑 的 桌面 投掷 两 枚 硬币 (实验 6,) 。 如 果 用 (a,B) 表 
示 第 1 枚 硬币 出 现 x 面 ,第 2 枚 出 现 p8 面 。 那 么 全 部 可 能 的 情况 为 
《 正 ; 正 ),( 正 , 反 ),( 反 , 正 ),( 反 ; 反 )》 (1. 3.4) 


至 少 有 一 个 正面 出 现 包含 三 个 有 利 情况 :( 正 , 正 ),( 正 , 反 ),( 反 ， 
正 ?。 所 以 


P( 至 少 有 一 -个 正面 出 现 | 名 ,) 一 (1. 3.5) 
这 里 多 , 表示 确定 实验 2, 的 条 件 。 同 理 
已 (出 现 两 个 反面 1,) = (1. 3..6) 


于 是 得 到 遗传 学 中 的 一 个 重要 比例 3 : 12。 即 


QD 参看 本 节 末 的 讨论 。 
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P(B 现 两 个 反面 |g) 一 1 (1.3.7) 
例 3 向 光滑 的 桌面 投掷 一 颗 均 匀 的 仍 子 (实验 9,)。 这 时 多 

部 可 能 的 情况 为 
(1 .2)，(3》，(4》，(57， 6》 (1.3.8) 


里 人 > 表示 出 现 : 点 。 用 名 ,表示 确定 实验 4, 的 条 件 ,应 用 概率 
的 古典 定义 得 
POUDIE,) = P20) |G,) = 1 PC) 二) = 全 


(1. 3.9) 

注意 ,概率 的 古典 定义 只 在 一 些 特殊 场合 下 才 是 合理 的 ,可 接 

受 的 。 例 如 ,在 例 3 中 条 件 才 ,含有 山子 均匀 、 桌 面 光 滑 、 投 撕 随 意 

等 诸 条 件 。 条 件 z, 的 任何 变化 都 将 使 &, 不 遵守 概率 的 古典 定 
义 , 因 而 得 不 到 式 (1. 3. 9)。 


1.3.2 几何 概率 


在 概率 论 刚 开始 发 展 的 时 候 人 们 就 已 经 注意 到 可 能 情况 的 总 
数目 和 有 利 情况 的 数目 都 可 以 是 无 限 的 。 并 且 出 现 一 些 个 判 的 例 
子 , 促 使 对 概率 进行 另 一 种 解释 。 

这 些 个 别 的 例子 可 以 一 般 化 为 : 设 C 是 平面 (或 直线 ,或 空 
间 ) 中 的 一 个 区 域 ,g 是 G 的 一 个 子 区域 。 现 在 把 一 个 质点 随意 地 
投入 G 中 (实验 4 和) 。 试 问 质点 落 在 g 中 的 概率 多 大 ? 

问题 的 回答 产生 几何 概率 。 用 瓜 表 示 确 定 实验 @ 的 条 件 , 答 
案 是 


质点 L(g) < 
落 入 有 中 | 用) = CG (1. 3.10) 


这 里 视 G,g 为 直线 ,平面 .空间 中 的 区 域 ,把 p 依次 地 理解 为 长 
度 .面积 和 体积 。 
布 丰 (de Buffon) 对 几何 概率 进行 了 详细 的 讨论 (1777 年 ), 计 
。]11 。 








算出 许多 问题 的 几何 概率 。 

例 4 ( 布 丰 投 针 实验 ) 平 面 上 画 着 一 些 平行 线 , 相 邻 平行 线 
之 间 的 距离 皆 等 于 a。 向 平面 上 随意 地 投 一 根 长 度 为 (1 过 a) 的 针 
(实验 @,) , 试 求 此 针 与 任 -- 条 平行 线 相交 的 概率 。 

解 解答 的 关键 仍然 是 找 出 “全 部 可 能 的 情况 ”和 “有 利 的 情 
况 ” 为 此 ,用 zx 表示 针 的 中 点 到 最 近 一 条 平行 线 的 距离 ,用 p 表 示 
针 与 平行 线 的 夹 角 ( 图 1.1(a))。 显然 ,满足 0<z<5,0<g<r 的 
每 一 对 (9,z) 确 定 针 沙 在 平面 上 的 一 种 情况 。 因 此 ,全 部 可 能 的 情 
况 组 成 长 方形 G( 图 1.1(Cb))。 

针 与 平行 线 相交 当 上 且 仅 当 xz 之 芳 sing。 在 G 中 满足 这 个 不 等 
式 的 (g,z) 组 成 区 域 g( 图 1.1(b) 中 阴影 部 分 )。 即 事件 “ 针 与 平行 
线 相交 ”的 有 利 情况 组 成 区 域 g。 





图 1.1 


用 名, 表示 确定 实验 4, 的 条 件 , 并 认定 概率 的 几何 解释 合 
理 ,那么 由 (1. 3. 10) 得 出 
P( 针 与 平行 线 相交 1%,) 一 和 和 名 可 


G 的 
- 太 | 





l 2 
了 siny d9 一 na (1.3.11) 








与 概率 的 古典 定义 一 样 ,几何 概率 也 只 在 特定 的 场合 下 才 是 
合理 的 、 可 接受 的 。 


1. 3.3 概率 的 频率 解释 


很 奇怪 ! 人 们 本 能 地 会 接受 下 述 事实 :把 例 1 中 投掷 硬币 的 实 

验 2 重复 地 进行 。 用 w( 正 ?表示 前 次 投掷 中 (正面 ?出 现 的 次 
数 ,那么 =” 很 大 时 有 

WE) 1 


和 


n 2 
称 v( 正 )/n 为 无 限 投掷 序列 中 事件 4 正面 ?出 现 的 频率 。 比 较 
(1. 3.2) 和 (1. 3. 12) 得 到 概率 的 频率 解释 :概率 与 ”很 大 时 的 频率 
近似 地 相等 。 即 





(1. 3. 12) 


“EE) (1. 3.13) 
n 


此 式 可 以 用 实验 进行 检验 "。 表 1. 1 是 历史 上 的 实验 记录 。 
表 1.1 投掷 硬币 实验 的 历史 资料 


(EE) 


n 


实验 者 投掷 次 数 = 出 现 正面 次 数 v,( 正 ) 频率 
十 十 
布 丰 | 4040 2048 0. 5069 


德 . 摩根 4092 2048 0. 5005 
杰 万 斯 20480 10379 0. 5068 
皮尔 进 24000 12012 0. 5005 
费 勒 10000 4979 0. 4979 

罗曼 诺 夫 斯 基 80640 39699 0. 4923 

















现在 把 上 述 想 法 一 般 化 。 给 定 实验 4, 假定 它 由 条 件 和 确定。 
实验 进行 后 事件 4 可 能 出 现 , 也 可 能 不 出 现 。 用 P(A1%) 表 示 





@ 对 实验 序列 进行 数学 描述 后 概率 论 将 证 明 (1. 3.13) 的 正确 性 (参看 定理 2. 7.7 
和 2.7.8)。 从 而 把 奇怪 的 事实 变 成 科学 的 结论 。 
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事件 4 出 现 的 概率 。 如 果 在 同样 的 条 件 多 下 重复 地 进行 实验 @， 
用 v.(4) 表 示 前 n 次 实验 中 事件 4 出 现 的 次 数 ,那么 

PUAIG) ~ (1. 3.14) 
并 称 w(4)/n 为 事件 4 在 该 实验 序列 上 的 频率 。 

米 泽 斯 (R. von Mises ) 把 这 类 实验 序列 理想 化 , 称 之 为 理想 
的 无 限 序列 .他 引进 的 公理 是 :理想 的 无 限 序列 上 的 频率 具有 收敛 
性 ,其 极限 值 称 为 概率 52: 。 在 我 们 的 记号 下 , 它 是 

P(4| 杏 ) 一 lim 一 全 & 2 (1. 3. 15) 

柯 尔 莫 哥 洛 夫 也 是 频 所 率 解释 的 支持 者 。 当 他 把 概率 定义 为 一 
类 特殊 的 测度 后 立即 指明 :频率 解释 是 抽象 的 概率 概念 和 现实 世 
界 建立 联系 的 基础 呈 


1.3.4 概率 的 主观 解释 


这 种 解释 认为 概率 存在 于 人 们 的 主观 世界 内 , 它 反映 人 们 对 
某 些 事物 的 一 种 信任 程度 ,是 对 事物 不 确定 性 的 一 种 主观 判断 . 它 
与 个 人 的 知识 水 平 ,心理 状态 诸 种 因素 有 关 , 因 此 称 之 为 主观 
概率 。 

凯恩斯 (J. M. Keynes ) 认 为 概率 是 根据 其 他 命题 的 知识 对 一 
个 命题 作出 的 一 种 有 理由 的 信念 。 对 这 种 信念 无 法 给 出 数值 ,只 能 
进行 比较 ”。 

菲 纳 特 认 为 每 个 人 提出 的 概率 大 小 取决 于 他 对 指定 事件 与 他 
将 与 之 比较 的 事件 的 判断 。 萨 维 奇 (L. J Savage) 称 之 为 个 人 
概率 中 。 

概率 的 主观 解释 适用 范围 广泛 ,使 用 方便 ,符合 人 们 的 习惯 。 
在 社会 学 ,经 济 学 等 领域 中 尤其 如 此 .作为 例子 ,我 们 给 出 “明天 降 
雨 概率 是 60%” 中 概率 值 0. 6 的 各 种 解释 。 
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Q) 气象 台 在 当前 的 条 件 下 相信 有 60% 的 可 能 性 降雨 ,有 
40%% 的 可 能 性 不 降雨 。 这 是 概率 的 主观 解释 。 

(2) 如 果 设 想 今 天 的 气象 条 件 能 够 不 断 地 重复 出 现 ,并 且 0. 6 
真实 地 反映 降雨 的 可 能 性 大 小 。 那 么 ,在 不 断 地 重复 ”次 预报 后 大 
约 有 0. 6n 次 出 现 明天 降雨 ,大 约 有 0. 4n 次 出 现 明 天 不 降雨 .这 是 

《3) 由 于 (2) 中 设想 的 无 限 预报 序列 无 法 实现 ,于 是 设计 另 一 
个 无 限 序 列 。 把 气象 台 预 报 “ 明 天 降雨 概率 是 60% ”的 日 子 按 时 间 
顺序 排列 ,得 到 一 个 无 限 的 预报 序列 .如 果 气 象 台 的 预报 方法 无 重 
大 改进 ,可 以 认为 它 是 米 泽 斯 的 理想 序列 。 因 此 ,在 该 序列 的 前 = 
天 内 大 约 有 0. 6n 天 出 现 降 十 ,大约 有 0. 4n 天 出 现 明 天 不 降雨 。 

如 果 我 们 接受 解释 (1 和 (3) ,那么 能 够 用 统计 降雨 的 天 数 来 
判定 气象 预报 的 准确 性 :前 % 天 内 降雨 天 数 越 接近 于 0. 6x, 则 预 
报 的 准确 性 越 高 ,概率 值 0. 6 越 可 信 。 

概率 的 古典 定义 和 几何 概率 在 此 处 失效 。 


1.3.5 应 用 初探 


概率 存在 4 种 解释 给 研究 带 来 许多 方便 。 如 果 认 为 两 种 或 更 
多 种 的 解释 是 合理 的 、 可 信和 的 ,那么 它们 估计 的 概率 值 必然 一 致 。 
否则 ,至 少 有 一 种 解释 是 不 合理 的 。 一 方面 ,一 致 性 说 明 概率 是 一 
个 科学 的 概念 ; 另 一 方面 ,一 致 性 产生 概率 论 的 许多 应 用 。 
(1) 投掷 硬币 的 实验 2,( 例 1) 中 存在 概率 的 古典 定义 和 频率 
解释 。 表 1. 1 证 实 两 种 解释 是 一 致 的 。 
为 了 确信 概率 概念 的 科学 性 ,有 兴趣 的 读者 可 以 对 例 2, 例 3 
或 其 他 实验 进行 类 似 的 操作 ,证 实 一 致 性 是 可 接受 的 和 合理 的 。 
(2) 作者 用 下 面 的 实验 验证 一 致 性 。 我 们 把 一 颗 均 匀 的 山子 
在 “1 点 ”2 点 "和 “3 点 ”的 三 个 面 的 公共 角 上 灌 铅 ,并 配置 一 个 
圆柱 形 的 茶叶 负 ,其 高 为 9. 5cm, 底 面 直径 为 7. 5cm。 把 贷 子 放 入 
。]5°* 








久 内 ,用 力 摇动 ( 称 为 实验 &Gs), 然 后 开 盖 观察 山子 出 现 的 点 数 。 
用 儿 ; 表示 确定 实验 is 的 条 件 。 显 然 8; 的 全 部 可 能 情况 是 
(1.3.8)。 事 件 和 点 ?出现 的 概率 值 为 PCCi)| 儿 ;) (i 二 1,2,…,6)。 
与 例 3 不 同 , 这 6 个 概率 值 未 必 相 等 。 应 用 概率 的 主观 解释 我 们 得 
出 如 下 结论 : 
GD 由 于 灌 铅 的 位 置 使 我 们 当然 认为 
己 (( 人 | 客 ) > PUDIG:) GG= 4,5,6;j = 1,2,3) 
(1.3.16) 
成 立 , 并 且 两 端 数值 的 差异 是 显著 的 。 
@ 灌 铅 时 没有 要 求 在 角 上 是 “对 称 的 ”, 所 以 我 们 没有 把 握 断 
定 ( 或 期 待 ) 以 下 3 个 概率 值 
POU |],) ,PC((2) |Z,),P((3)|Z,) (1. 3.17) 
是 相等 的 。 
@ 考虑 到 “4 点 ”,“5 点 "和 “6 点 ”的 三 个 面 远离 灌 铅 角 , 因 此 
灌 铅 的 不 对 称 性 对 它们 的 影响 都 差不多 。 于 是 我 们 又 认为 应 当成 立 
P((4) | 等 ,) = P((5)|Z) = PCO)|E,) (1.3.18) 
转向 概率 的 频率 解释 ,我 们 把 实验 2; 在 同样 的 条 件 下 重复 地 
进行 2000 次 ,记录 下 角子 每 次 出 现 的 点 数 ( 有 实验 记录 ,上 略 )。 用 
(表示 前 = 次 实验 中 点 出 现 的 次 数 , 表 1. 2 给 出 该 理想 的 无 
限 序 列 上 的 一 些 频 率 。 


表 1.2 投掷 灌 铅 役 子 的 实验 记录 









































显然 ,频率 解释 支持 主观 解释 中 的 结论 也 和 人 @, 并 用 等 式 
P((2) | 名;)= 二 PP((3) | 名 ;) 补 充 结论 @。 

(3) 把 例 4 中 实验 5 在 同样 的 条 件 下 重复 地 进行 。 用 v 表示 
前 x 次 实验 中 针 与 平行 线 相交 的 次 数 ,得 到 事件 “ 针 与 平行 线 相 
交 ” 的 频率 vy,/n。 如 果 认 为 实验 8, 使 用 几何 概率 和 频率 解释 都 是 


合理 的 、 可 接受 的 ,那么 由 两 种 解释 的 一 致 性 得 艺 < 兰 。 故 


0 
n 


AT 一 (1. 3. 19) 


于 是 人 们 得 出 一 种 用 实验 数据 计算 的 方法 0。 反 过 来 ,根据 7 的 

计算 值 和 真 值 是 否 一 致 可 以 判定 两 种 解释 是 否 合理 ,是 否 可 信 。 表 

1. 3 是 历史 上 的 实验 记录 , 它 又 一 次 证 实 概率 是 一 个 科学 的 概念 。 
表 1.3 投 针 实验 的 历史 资料 (把 a 折算 为 1) 

投掷 次 数 | 相交 次 数 





3. 1596 
3.1554 
3.137 
3. 1595 
3. 1415929 
3. 1795 
注 “ 拉 查 里 尼 在 投 挪 次 数 不 多 的 前 提 下 得 到 过 于 精确 的 值 ,统计 检验 表明 他 的 
结果 不 太 可 靠 0 。 


(4) 还 德 尔 的 吏 豆 杂交 实验 

豌豆 的 共有 两 种 颜色 一 红 花 和 白花 。 重 德尔 做 了 如 下 的 
工作 : 

QD 提取 纯 种 的 红 花 品种 和 白花 品种 。 纯 种 的 含义 是 ;这 种 琉 
豆 品 种 自 花 受 粉 后 ,后 代 ( 不 管 多 少 代 ) 总 是 保持 同样 的 花色 。 














Q@ 这 个 方法 一 般 化 后 发 展 成 蒙特 卡 罗 (Monte-Carlo) 方 法 。 
. 17 . 








名 用 纯 种 的 红 花 品种 和 纯 种 的 白花 品种 做 “ 亲 代 杂交 ”2?, 所 
收获 的 种 子 和 成 长 的 植株 称 为 子 一 代 。 实 验 结果 发 现 , 子 一 代 全 部 
开 红 花 。 

@ 用 子 一 代 植 株 自 花 受 粉 后 所 收获 的 种 子 和 成 长 的 植株 称 
为 子 二 代 。 实 验 结果 发 现 , 子 二 代 有 的 开 红 花 , 有 的 开 白 花 。 

孟 德 尔 把 红 花 称 为 显 性 性 状 ,白花 称 为 隐 性 性 状 ( 由 于 多) ,并 
称 它们 为 一 对 相对 性 状 。 他 记录 下 子 二 代 中 红 花 和 白花 的 植株 数 
后 制 成 表 1. 4。 


表 1.4 孟 德 尔 驱 豆 杂交 实验 结果 @ 
相对 性 状 子 二 代 | 子 二 代 中 显 性 植株 数 | 子 二 代 中 隐 性 植株 数 | 子 二 代 中 


9 rT ， 显 性 ， 隐 性 
显 仁 | 让 性 随 本 % 攻 | 
红 花 白花 | 2411% | 3.15: 
黄 子 叶 | 绿 子叶 24. 94% 
饱满 种 子 | 铀 总 种 子 25. 26% 
成 热 豆 英 | 成熟 豆 菊 

不 分 节 | 分 节 








25. 32% 


26. 21% 


未 热 豆 莱 | 未 热 豆 莱 
绿色 黄色 











花 腋 生 | 花 顶 生 24.13% 
26.04% 

















被 遗传 学 家 称 之 为 “神奇 比例 3 : 1” 出 现在 表 1. 4 的 最 后 一 
列 。 即 显 性 植株 数 占 3/4, 隐 性 植株 数 占 1/4。 神 奇 比 例 是 怎样 产 
生 的 ? 有 些 书 写 道 “ 经 过 一 番 冥 思 苦 索 , 和 孟 德 尔 终于 茅 塞 顿 开 。 他 
提出 的 分 离 假说 完满 地 说 明 3 : 1 的 由 来 .7 

让 我 们 探索 “ 冥 思 苦 索 , 芦 塞 顿 开 ” 的 思维 过 程 .正如 遗传 学 界 
公认 的 那样 ,认为 孟 德 尔 成 功 的 原因 之 一 是 他 比 同时 代 的 遗传 学 
家 更 精通 数理 科学 。 我 们 不 妨 猜测 ,和 孟 德 尔 曾 把 神奇 比例 与 式 


@ 妓 用 红 花 为 父 , 白 花 为 母 ;或 者 白花 为 父 , 红 花 为 母 进行 交配 。 
四 重 德 尔 同时 研究 了 7 种 相对 性 状 ,用 了 8 年 时 间 才 完成 这 项 实验 。 
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(1. 3.7) 进 行 过 比较 ,并 制 出 表 1. 5。 
表 1.5 吏 豆 杂交 实验 和 掷 两 枚 硬币 实验 比较 表 


相对 性 状 
显 性 | 隐 人 性 


至 少 有 -- 个 | 出 现 两 个 反 
正面 出 现 |(( 反 , 反 )) 








(< 正 ， 正 )， 
( 正 ， 反 )， 
( 反 , 正 )) 

红 花 75. 89% 24.11% 
黄 子 叶 75.06% 24. 94% 























比较 表 1. 5 的 最 后 一 列 , 自 然 会 产生 疑问 : 掷 硬币 实验 出 现 的 
3 : 1 与 相对 性 状 跟 传 时 出 现 的 3.01 : 1 或 3.15 :1 之 间 是 偶合 
呢 ? 还 是 相对 性 状 遗 传 的 机 理 与 毛 硬 币 实验 是 相似 的 ? 孟 德 尔 思 
想 的 闪光 点 在 于 :他 坚信 两 者 之 间 是 相似 的 ,并 且 依 据 掷 硬币 实验 
描述 出 相对 性 状 遗 传 的 机 理 。 

于 是 , 表 1.5 启发 孟 德 尔 走向 伟大 的 发 现 ,提出 遗传 学 的 基因 
假说 :物种 的 每 一 种 相对 性 状 由 一 组 “基因 对 ”确定 ,基因 对 由 两 个 
基因 组 成 。 基因 分 为 显 性 和 隐 人 性 两 种 。 显 性 性 状 由 显 性 基因 得 到 ; 
隐 性 性 状 由 隐 性 基因 得 到 ; 当 基 因 对 由 显 性 基因 和 隐 性 基因 配对 
时 表现 出 显 性 性 状 。 在 表 1.5 中 ,硬币 的 正面 相当 于 显 性 基因 , 反 
面相 当 于 隐 性 基因 。 

物种 如 何 从 上 -- 代 获得 遗传 ? 乔 德 尔 的 遗传 学 第 一 定律 说 : 物 
种 交配 时 确定 父 本 和 母 本 相对 性 状 的 基因 对 按 原 样 分 离 成 两 个 基 
因 ,后 代 从 父 本 和 母 本 的 基因 对 中 各 取 一 个 基因 ,组 成 自己 的 基因 
对 。 后 代 获 得 的 基因 对 决定 它 具 有 的 相对 性 状 。 

基因 假说 和 遗传 学 第 -一 定律 完满 地 解释 了 和 孟 德 尔 的 工作 (D ~ 
多 。 在 这 项 实验 中 纯 种 红 花 的 基因 对 是 CC , 纯 种 白花 的 基因 对 是 
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cc ,这 里 Ce 分 别 代表 显 性 和 隐 性 基因 . 图 1. 2 表达 出 子 一 代 和 子 
二 代 的 遗传 过 程 。 


图 1.2 二 德尔 的 基因 假说 和 遗传 学 第 一 定律 


遗传 学 三 定律 中 的 男 外 两 条 定律 也 与 概率 论 紧密 相关 。 为 了 
不 偏离 主题 ,本 书 不 讨论 它们 。 
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第 2 章 自然 公理 系统 


2.1 概率 论 元 泰和 6 组 公理 


在 概率 论 的 自然 公理 系统 中 ,随机 事件 (简称 为 事件 ) 是 惟一 
不 能 定义 的 一 个 基本 概念 。 它 只 能 像 1. 1 节 中 那样 进行 描述 。 事 
件 被 描述 清楚 ,或 被 确定 的 标志 是 :能 够 判定 该 事件 或 者 已 经 出 
现 ,或 者 尚未 出 现 , 并 且 二 者 必 居 其 一 。 
习惯 上 ,用 英文 大 写字 母 4,B,C… 代 表 事 件 。 字 母 4 既 代表 
事件 4, 又 含有 “事件 4 出 现 ” 或 “事件 4 发 生 ” 的 意思 。 自 然 公 理 
系统 包含 6 组 公理 。 它 们 是 : 
IE 1~3 事件 空间 公理 组 
1~3 “原因 空间 公理 组 
1~2 随机 试验 公理 组 
概率 公理 组 
1~2 条 件 概率 公理 组 
Vi 1~6 概率 建 模 公理 组 
前 3 组 公理 反映 事件 之 间 的 直观 联系 。 它 们 把 随机 志 界 抽象 
成 既 形 象 ,又 能 进行 数学 演算 的 因果 空间 (参看 绪论 中 的 概率 论 与 
欧 氏 几何 学 类 比 表 )。 第 N 和 第 V 组 公理 讨论 条 件 与 概率 之 间 的 内 
在 联系 .它们 把 事件 出 现 的 可 能 性 定量 化 ,抽象 出 概率 和 条 件 概率 
的 概念 ,揭示 条 件 概率 和 独立 性 的 本 质 ,这 5 组 公理 组 成 概率 论 的 


二 守 辣 = 
2 
Co 





@ 定义 一 个 概念 时 要 用 到 另 一 个 或 几 个 其 他 的 概念 。 这 些 * 其 他 的 概念 "又 要 用 
一 些 概念 来 定义 。 最 终 , 总 有 - 批 概念 是 不 能 给 出 定义 的 。 称 这 样 的 概念 为 元 词 
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形式 化 公理 系统 。 在 它 的 基础 上 应 用 逻辑 推理 和 数学 演算 将 演绎 
出 概率 论 的 理论 体系 。 

在 概率 论 的 理论 体系 中 ,概率 是 具有 某 些 性 质 的 一 些 数值 ( 犹 
如 几何 学 中 的 距离 和 力学 中 的 质量 )。 必 须 注意 ,在 建立 理论 体系 
时 只 须 假 定 这 些 数 值 存 在 ,是 给 定 的 。 至 于 它们 具体 是 什么 数值 ， 
如 何 获 得 的 , 却 用 不 着 任何 假定 。 一 般 理论 应 用 到 各 个 方面 ,如 同 
几何 定理 成 为 物理 理论 和 工程 应 用 的 基础 一 样 。 

当 应 用 需要 确定 概率 的 具体 数值 时 有 两 种 可 供 使 用 的 方法 : 
《1) 把 概率 理论 和 其 他 理论 联系 起 来 ;(2) 对 观测 的 数据 资料 进 
行 统计 处 理 ?。 统计 方法 往往 是 巧妙 的 , 它 建筑 在 概率 论 的 深 刘 理 
论 上 。 因 此 ,只 有 理论 向 前 发 展 了 , 才 会 有 更 多 的 确定 概率 具体 数 
值 的 方法 ,才能 够 看 到 概率 论 的 广泛 应 用 。 

在 简化 的 理想 场合 ,概率 的 等 可 能 性 原理 和 频率 解释 是 两 个 
久 经 考验 的 ,能 够 确定 部 分 概率 数值 的 方法 ,我 们 通过 第 Vi 组 公理 
把 它们 公理 化 ,并 建立 常用 的 几 类 典型 的 概率 空间 ,对 应 用 和 演绎 
理论 体系 十 分 有 利 。 


2.2 第 I 组 公理 ;事件 空间 公理 组 


2.2.1 事件 空间 


概率 论 不 涉及 事件 的 具体 内 容 .孤立 地 讨论 一 个 事件 ,事件 便 
成 为 无 法 理解 的 对 象 。 事 件 只 有 通过 它 与 其 他 事件 的 联系 才能 被 
理解 ,被 认识 (概率 论 原 理 I )。 因 此 ,概率 论 要 做 的 第 一 件 事 情 是 
把 所 有 的 事件 归并 在 一 起 ,并 找到 事件 之 间 的 最 基本 的 .最 本 质 的 
联系 。 这 是 第 I 组 公理 ( 它 包括 3 条 公理 ) 要 完成 的 任务 。 


Q@@ 两 种 方法 的 联合 使 用 导致 统计 方法 成 为 发 现 、 建 立 和 检验 “其 他 理论 "的 一 种 
重要 的 科学 方法 。 
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定义 2.2.1 用 < 表示 全 体 事件 组 成 的 集合 , 即 
2 = (414 为 事件 ) (2. 2.1) 

称 名 为 事件 空间 ,如 果 在 和 上 赋 子 公理 Ti ~ 。 

公理 1 (外 延 公 理 ) 对 于 任意 的 两 个 事件 4 和 B, 如 果 事 件 
4 出 现时 已 必 出 现 ; 反 之 ,下 出 现时 4 必 出 现 ,那么 A4 和 B 是 同 
一 个 事件 。 

此 公理 中 的 事件 4 和 BB 被 表示 为 4==B, 读 为 4 等 于 B。 

公理 I,( 对 立 事件 公理 ) ”对 于 任意 的 事件 A,“A4 不 出 现 ? 也 
是 一 个 事件 。 

用 4 表示 事件 “4 不 出 现 ”, 称 为 4 的 对 立 事件 ,或 补 事件 , 简 
称 为 补 。 

在 本 书 中 字母 1 永远 代表 指标 集 {1 ,2,…,n}) 或 {1,2,3,…)。 
前 者 是 有 限 集 , 后 者 是 可 列 集 。 

公理 1(o 并 事件 公理 ) 对 于 任意 的 有 限 个 或 可 列 个 事件 
4zE7， 诸 事件 4,,i€E 7 中 至 少 有 一 个 事件 出 现 ” 也 是 一 个 事件 。 

用 局 4 表示 公理 中 的 事件 , 称 为 4, E 7 的 并 事件 ,简称 


为 并 ,特别 , 当 了 = {1,2,3,...} 时 称 (j4. 为 o 并 ,又 记 为 U4, 
或 4 U AsU…。 当 了 = {1,2,…,n) 时 称 | 4; 为 有 限 并 ,又 记 为 
TE 了 


中 4, 或 4A1U 4 U…UA4,。 
i=1 
假定 4,8,4; € (i € 门 。 应 用 公理 和 1 得志， 元， 
ET 


避 示 和 4UB 皆 为 事件 ,为 了 更 细致 地 刻画 相等 关系 和 深刻 理 
解 补 事 件 和 并 事件 ,我 们 再 引进 一 种 关系 和 两 种 产生 新 事件 的 
方法 。 
定义 2.2.2 设 4 和 B 是 事件 ,如 果 事 件 4 出 现时 事件 B 必 
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出 现 , 则 称 4 是 B 的 子 事件 ,或 称 4 包含 于 B, 或 称 8 包含 4。 
记 为 
ACB， 或 B 刁 A (2. 2. 2) 


定义 2.2.3 称 昌 和 为 诸 事件 A.,i € 工 的 交 事 件 ,简称 为 
交 , 简 记 为 门 4. 

与 并 事件 类 似 , 当 了 = 11,2,3,…} 时 称 站 入 为 。 交 ,又 记 为 
站 和 4 或 4 人 NA 内 A 间或 向 AAses 当 1 一 11,2 时 


称 门 4; 为 有 限 交 , 又 记 为 | 4, 或 4 mn 4 有 和 … 站 4 或 
AlA,…A,。 | 

定义 2.2.4 称 4 U B 为 事件 4 和 B 的 差事 件 ,简称 为 差 , 简 
记 为 A\B。 

引 理 2.2.1 假定 4,B€E 人 UV, 那 么 4 二 B 当 上 且 仅 当 4CBEH 
BCA, 

证 明 ”结论 是 公理 I 和 定义 2.2.2 的 直接 推论 。 证 毕 

引 理 2.2.2 ”对 任意 的 4E 和 成 立 4= 4。 

证 明 ”注意 到 事件 的 属性 是 ; 它 或 者 出 现 ,或 者 不 出 现 ,并 且 
二 者 必 居 其 一 ,因此 ,事件 “4 不 出 现 ” 就 是 事件 “4 出 现 ”。 使 用 对 
立 事件 的 记号 和 公理 贡 即 得 等 式 亏 = 4， 证 毕 

引 理 2.2.3 交 事 件 [| 和 4 表示 “ 诸 事件 4.,i € 7 了 皆 出 现 ” 这 


一 事件 。 
证 明 ”用 后 表示 当 且 仅 当 。 由 定义 2.2.3 得 出 


门 4 出 现 全 于 芒 【不 出 现 
i€T i€1 


会 里 诸 事 件 元 ,iET 皆 不 出 现 
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28.2 诸 事件 4zET 犁 出 现 证 毕 
引 理 2. 2. 4 差事 件 4A\B 表示 “事件 4 出 现 ,但 B 不 出 现 "这 
一 事件 。 
证 明 由 定义 2.2.4 得 出 
A\B 出 现 全 有 UB 不 出 现 
全 型 有 和 竺 不 出 现 
-型 2 和 4 出 现 ,但 B 不 出 现 证 毕 
于 是 ,公理 1 1 ,定义 2.2.2 一 2.2.4 在 事件 空间 名 中 规定 
了 6 种 关系 “= ,CC，,U ,mu,\”。 应 用 这 6 种 关系 能 够 方便 地 表达 
出 事件 之 间 的 其 他 关系 ,从 而 使 我 们 获得 关于 的 丰富 的 感性 
知识 。 例 如 
AM5 表示 “事件 4 和 B 皆 不 出 现 ? 这 一 事件 ; 
4UBCC 表 示 4UB 是 C 的 子 事件 。 或 者 说 , 当 事 件 4 和 B 
中 至 少 有 一 个 出 现时 事件 C 必 出 现 ; 
(ANnB)\C=D 表示 “A 和 B 同时 出 现 ,但 C 不 出 现 " 是 事 
件 DD; 


U 门 4 表示 “存在 正 整 数 ,使 得 诸 事件 4.,i 之 党 出 现 ” 


一 事件 .事实 上 ,由 公理 1 推出 存在 某 正 整数 使 得 门 和 4 出 现 。 
再 应 用 引 理 2. 2. 3 即 得 结论 。 
同 理 ， U4 表示 事件 “ 诸 4,,i 1 中 至 少 有 无 穷 多 个 事 


件 出 现 ”。 
请 读者 给 出 更 多 的 例子 。 因 为 熟悉 大 量 的 这 类 事件 将 增加 对 
事件 空间 和 的 理解 ,也 是 掌握 概率 论 的 关键 的 一 步 。 


2. 2.2 必然 事件 和 不 可 能 事件 


定义 2.2.5 (1) 称 氏 中 事件 X 为 必然 事件 ,如 果 对 任意 的 
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AEAU 成立 ACX。 
(2) 称 2 中 事件 作为 不 可 能 事件 ,如 果 对 任意 的 4AEc 成 
立 CC4。 
引 理 2.2.$ 下 列 4 个 结论 相互 等 价 
(1) ACB;(2) BCA;(3) AUB=B;(4) ANB=4 
证 明 由 于 “事件 4 出 现时 B 一定 出 现 ” 等 价 于 “事件 B 不 出 
现时 4 一 定 不 出 现 ”, 后 者 可 以 叙述 为 “5 出 现时 4 一 定 出 现 ”。 得 
证 (1) 和 (2) 相互 等 价 。 
假定 (3) 成 立 。 公 理 1; 蕴含 “A 出 现时 AUB 一 定 出 现 ”, 应 用 
(3) 即 得 8 一定 出 现 , 故 A4CB。 反之 ,假定 (1) 成 立 。 由 于 4 出 现 
时 B 一 定 出 现 ,因此 4 和 B 至 少 有 一 个 出 现时 B 也 一 定 出 现 , 故 
AUBCB, 公理 1 还 蕴含 BCAUB, 联合 两 个 包含 式 即 得 (3)( 引 
理 2.2.1)。 得 证 (1) 和 (3) 等 价 。 类 似 地 可 证 (1) 和 (4) 等 价 。 
证 毕 
定理 2.2.1 事件 空间 人 中 存在 必然 事件 X 和 不 可 能 事件 
多。 并 且 它 们 是 惟一 的 。 
证 明 由 于 人 红 非 空 , 任 取 有 Ec。 由 公理 1, 推出 BE 令 
X=BUB (2. 2. 3) 
由 公理 1 得 出 XE 人 UV。 对 于 任意 的 AE 人 ,由 于 B 和 5 中 必 有 一 
个 事件 出 现 , 故 4 出 现时 BUB 一 定 出 现 ,从 而 ACX。 得 证 XX 是 
必然 事件 。 令 
人 一 并 (2. 2. 4) 
由 公理 I, 得 出 必 €E AU。 对 任意 的 事件 4, 我 们 有 4CX。 由 引 理 
2. 2.5 推 出 又 C4。 应 用 引 理 2. 2. 2 即 得 名 性 A ,得 证 名 是 不 可 能 
事件 。 
以 下 证 惟一 性 。 设 XX; 是 另 一 个 必然 事件 , 则 XICX 且 XC 
Xi:。 由 引 理 2. 2. 1 推出 XX, 二 六 ,得 证 必然 事件 的 惟一 性 。 同 理 可 证 
不 可 能 事件 的 惟一 性 。 证 毕 
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定义 2.2.5 的 直观 背景 ;由 (2. 2.3) 得 出 X 是 事件 空间 中 一 
定 会 出 现 的 事件 ;由 (2. 2.4) 得 出 必 是 一 定 不 出 现 的 事件 。 


2. 2.3 运算 规则 


事件 空间 2 中 4 种 产生 新 事件 的 方法 “ 补 , 并 、 交 , 差 " 之 间 
存在 相互 联系 。 由 此 导 敏 4 种 方法 成 为 事件 的 4 种 运算 ,它们 之 间 
的 联系 成 为 运算 法 则 。 

定理 2. 2. 2( 并 、 交 的 o 交换 -结合 律 ) 设 指标 集 7 有 两 个 子 
集 T 和 了 (允许 它们 相交 ) ,并 且 IT1U7,==1?。 那 么 成 立 


U4= [Ua4,ULU4] (2.2.5) 
门 4 = 站 4JnT4a (2. 2.6) 
证 明 ”假定 事件 【4 出现, 由 公理 1 知 诸 4,i € 7 中 至 少 


有 一 个 事件 出 现 .不 妨 设 4, 出 现 ,r € 1 蕴含 € 7, 和 rE€ 了 7 中 至 
少 有 一 个 成 立 ,故事 件 【4; 和 【A 中 至 少 有 一 个 出 现 。 得 证 


U4 cLUYAIULYA 
反之 , 假定 (2. 2. 5) 右 方 的 事件 出 现 。 由 公理 1 知事 件 U A 
和 U A 中 至 少 有 -一 个 出 现 。 不 妨 设 U 4 出 现 .再 次 应 用 公理 1 
得 出 ,至 少 存在 一 个 ， E 1 使 事件 4 出 现 .注意 到 E 7 时 有 
r € 1, 所 以 事件 U4. 出 现 。 得 证 


[LU4JU [LU4JSU4 





外 注意 ,这 里 的 U 是 集合 论 中 的 并 运算 。 事 件 的 补 . 并 、 交 、 差 和 集合 论 中 补 、 并 、 
交 、. 差 有 同样 的 称呼 和 记号 决 不 是 偶然 的 ,可 参看 2. 3 节 。 
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联合 上 述 两 个 包含 式 即 得 (2. 2.5)。 同 理 可 证 (2. 2. 6)。 证 毕 
推论 ”并 、 交 运算 具有 性 质 ， 
(1) 窜 等 律 
AUA=A; ANMA=4 
(2) 交换 律 
AUB=BUA; ANB=BNA 
(3) 结合 和 
(AUB)UC=AU (BUC); (ANB)NC=AN(GBNMC) 
定理 2. 2.3( 并 和 交 的 o 分 配 律 ) 设 B,A€E 人 2U(iE7), 那 么 


[LU4jJns=UCA na (2.2.7) 
[N44JUB= /| [AU 2 (2. 2. 8) 


证 明 ”假定 (2.2.7) 左 方 事件 出 现 , 由 引 理 2. 2. 3 推出 事件 

U 4 生 和 皆 出 现 * 应 用 公理 下 得 出 ,至 少 存在 一 个 7E 7 使 得 事件 

4 和 8 皆 出 现 , 即 4, 站 BB 出现 .从 而 (2. 2.7) 右 方 事件 出 现 。 得 证 
LUa4ajn 3cUr4 NB] 

反之 , 假定 (2.2.7) 右 方 事件 出 现 . 则 至 少 存在 一 个 jE 1 使 

Aj 门 B 出 现 ( 公 理 1,), 故 事件 4 和 已 皆 出 现 ( 引 理 2.2.3), 从 而 


局 4, 和 已 缘 出 现 (公理 1,)。 得 证 
Ur4NB8Jc[U4 Ns 


联合 两 个 包含 式 即 得 (2. 2. 7)。 同 理 可 证 (2. 2. 8)。 证 毕 
定理 2.2.4 补 . 并 .交差 运算 具有 性 质 
(1)A\B=ANMB (2. 2. 9) 


(2) 德 ，。 摩 根 (de Morgan) 律 
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A,=[14, (2. 2. 10) 





二 (2. 2.11) 


证 明 (1) 由 引 理 2 4 知 A\B 是 事件 “4 出 现 , 但 五 不 出 
现 ”。 应 用 公理 I, 和 由 后首 等 从 于。 4 和 互 皆 出 现 ”。 再 应 用 引 理 
2. 2. 3 即 得 (2. 2. 9)。 

(2) 由 定义 2. 2. 3 知 


门 4= Ua (2. 2. 12) 
用 4; 代替 其 中 的 4;， 应 用 引 理 2 2.2 即 得 (2. 2.10)。 在 (2. 2. 12) 
两 边 取 对 立 事 件 , 应 用 引 理 2. 2. 2 即 得 (2. 2. 11) 。 证 毕 


2.2.4 事件 域 和 事件 c 域 


定义 2.2.6 设 . 是 部 分 事件 组 成 的 非 空 集合 。 称 多 为 事 
件 域 ,如 果 它 满足 条 件 (1) 和 (2): 

(1) 关于 补 封闭 : 若 4E 多 , 则 6E 寡 。 

(2) 关于 并 封闭 : 若 4,BE, 则 AUBE 
称 多 是 事件 o 域 ,如 果 它 满足 条 件 (1) 和 (3): 

(3) 关于 o 并 封闭 ; 车 对 任意 的 iEIT 有 A:E 多 , 则 【ja 


EF。 

显然 ,事件 空间 人 本 身 是 事件 域 ,也 是 事件 o 域 。 

定理 2.2.5 (1) 事件 域 包含 必然 事件 X 和 不 可 能 事件 儿 ， 
并 且 关 于 有 限 并 .有 限 交 和 差 运 算 也 封闭 。 

(2) 事件 域 是 事件 域 。 它 关于 可 列 交 也 封闭 。 

证 明 (1) 由 于 光 非 空 , 故 存在 BE. 安 。 由 定义 2.2.6 中 条 
件 ( 届 ) 和 (2) 得 出 必然 事件 XX=BUBE.。 由 此 又 得 出 不 可 能 事 
件 必 = 了 EF 
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假定 4.E.FG=1,2,…,n)。 我 人 有 【4;=[41U 4:]U 4 


E 多 ,应 用 归纳 法 可 证 有 关于 有 限 并 封闭 。 

在 (2. 2.12) 中 取 7 了 = (1,2,…,2) ,并 应 用 有 限 并 的 封闭 性 和 
定义 2. 2. 6 中 条 件 (1) 得 出 多 关于 有 限 交 封闭 。 

由 《2.2.9) 和 有 限 交 的 封闭 性 得 出 安 关于 差 的 封闭 性 。 

(2) 当 取 7 了 = (1,2) 时 定义 2. 2. 6 中 条 件 (3) 成 为 条 件 (2) , 故 
事件 c 域 是 事件 域 。 由 (2. 2. 12) ,应 用 条 件 (1) 和 (3) 得 出 .9 关于 
可 列 交 封 闭 。 证 毕 

定义 2.2.7 设 . 有 |, 和 .多 ，。 是 两 个 事件 c 域 ( 或 事件 域 ) ,如 果 
成 立 集合 的 包含 式 也 ; 己 多 1, 则 称 . 风 ,是 . 宛 , 的 子 事件 o 域 (或 子 
事件 域 )。 

显然 ,任何 事件 o 域 (或 事件 域 ) 皆 是 事件 空间 2 的 子 事件 o 
域 (或 事件 域 );.F ,一 (名 ,多 } 是 任何 事件 o 域 (或 事件 域 ) 的 子 事 
件 o 域 (或 事件 域 ;。 不 妨 称 多 。 为 最 小 事件 o 域 或 最 小 事件 域 。 


2.2.5 注 记 
(1) 应 用 必然 事件 和 不 可 能 事件 ,有 限 并 与 有 限 交 可 以 作为 
可 列 并 与 可 列 交 的 特例 。 实 现 方法 为 
U4=AUAU"UAUGUGU (2. 2. 13) 
站 4 一 444XX (2.2. 14) 
(2) 设 A 和 B 是 两 个 事件 。 称 A 和 B 是 不 相 容 的 ,如 果 AB 
二 作 。 一 个 非常 有 用 的 结论 是 : 事 件 的 并 可 以 转化 为 不 相 容 事件 
的 并 .事实 上 ,对 于 并 事件 4, 令 
已 一 A,B,= A\Bi,…,B, = A.\( U B.) 站 (2. 2. 15) 


容易 证 明 , 诸 B,(iE7) 互 不 相 容 , 并 和 且 
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U4=Us (2. 2. 16) 


(3) 在 事件 空间 4 中 还 可 以 引进 其 他 的 运算 。 例如 ,可 以 用 


44B 野 4NB) U (B\A) (2. 2. 17) 


定义 运算 4, 称 为 “对 称 差 ? 运 算 。 

(4) 设 / 是 任意 的 指标 集 , 它 的 元 素 可 以 是 有 限 个 .可 列 个 或 
不 可 列 个 。 本 书 中 指标 集 7 永远 属于 前 两 种 情形 。 不 可 列 指标 集 有 : 
实数 集 R; 区 间 [a ,6j; 窍 形 {(x,y)la 志 Xb,c 志 y 志 4d} 

等 等 。 这 里 a,b,c,qd 是 实数 ,并 且 ae< bp,c<d。 
假定 4.€ (a€ 7)。 在 概率 论 中 偶尔 会 使 用 语句 “ 诸 事 件 
A。,aE€ ,中 至 少 有 -一 个 出 现 " 和 “ 诸 事 件 A,,a€ J 皆 出 现 ”, 并 分 别 记 为 


Ua.; 人 4 (2. 2. 18) 


注意 ,这 两 个 记号 仅 当 J 是 有 限 或 可 列 集 时 才 代表 事件 。 当 J 是 
不 可 列 集 时 它们 既 不 是 2 中 的 运算 ,也 不 能 保证 是 中 的 事 
件 。 它 们 仅仅 是 两 个 记号 。 

(5) 在 K 公理 系统 和 自然 公理 系统 中 可 列 无 限 和 有 限 处 于 同 
等 的 地 位 ,不 可 列 无 限 才 是 “真正 的 无 限 ”。 为 了 强调 这 点 , 带 o 字 
样 的 语言 中 的 o 通常 不 省 略 。 


2.3 第 I 组 公理 : 原因 空间 公理 组 


2.3.1 问题 和 方法 


事件 空间 多 是 全 体 随 机 事件 形成 的 一 个 大 集合 。 它 是 抽象 
的 ,因为 我 们 无 法 列举 出 它 的 全 部 元 素 ,甚至 不 知道 它 的 势 有 多 
大 9; 它 又 是 具体 的 .因为 我 们 能 够 列举 出 许 许多 多 的 事件 。 问 题 


QD 集合 的 势 反 映 集合 所 含 元 素 的 多 少 。 特别, 有 限 集合 的 势 等 于 它 所 含 元 素 的 
个 数 。 
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是 :如 何 清楚 地 ,形象 地 认识 事件 空间 人 。 

类 似 的 问题 在 科学 中 曾 多 次 遇 到 。 例 如 

(1) 世界 上 存在 各 种 各 样 的 物质 。 试问 :如何 认识 所 有 的 物质 ? 

经 过 许多 人 的 探索 后 德江 克利 特 (Demokritos) 宣 告 :万 物 的 
本 原 是 一 种 叫 原子 的 东西 ,大 小 不 等 ,形状 不 同 的 原子 在 位 置 和 次 
序 方面 以 不 同 的 排列 构成 了 万 物 。 

为 了 认识 所 有 的 物质 ,人 们 找到 了 大 小 不 等 ,形状 不 同 的 原 
子 一 一 一 百 多 种 元 素 。 然 后 再 研究 元 素 如 何 构成 万 物 一 一 各 种 各 
样 的 混合 物 和 化 合 物 中 。 

(2) 人 类 和 动 植物 繁衍 后 代 。 后 代 的 个 体 之 间 既 有 相同 的 性 
状 , 又 有 不 相同 的 性 状 。 试 问 : 如 何 认 识 各 种 各 样 的 遗传 性 状 ? 

重 德 尔 宣 告 :在 物种 中 存在 一 种 叫做 “基因 对 ?的 东西 , 它 由 两 
个 基因 组 成 。 一 种 基因 对 代表 一 种 遗传 性 状 。 后 代 从 父亲 和 母亲 
处 各 获得 一 个 基因 形成 自己 的 基因 对 。 后 代 获 得 的 基因 对 确定 了 
它 的 遗传 性 状 。 

(3) 在 现实 世界 中 存在 各 种 各 样 的 图 形 。 试 问 : 如 何 研究 
图 形 ? 

几何 学 宣称 ,人 们 能 够 设想 出 最 小 的 “图 形 ”- 一 点 。 全 体 想象 
中 的 点 形成 欧 氏 空间 。 线 和 面 是 由 一 些 特殊 点 组 成 的 集合 。 应 用 
线 和 面 可 以 在 空间 中 围 成 各 种 各 样 的 图 形 ，。 

(4) 在 现实 世界 中 存在 各 种 各 样 的 随机 事件 。 试 间 : 如 何 研究 
随机 事件 ? 

在 上 述 思想 的 启迪 下 概率 论 的 自然 公理 系统 认为 ,人 们 能 够 
设想 出 最 小 的 “随机 事件 ”一 一 原因 点 。 全 体 想象 中 的 原因 点 形成 
原因 空间 。 随 机 事件 是 由 一 些 特殊 的 原因 点 组 成 的 集合 。 应 用 随 





@ 所 有 的 物质 形成 一 个 大 集合 。 同 样 ,我 们 也 不 知道 这 个 集合 的 势 有 多 大 .其 
至 ,世上 有 多 少 种 元 素 我 们 也 不 知道 。 
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机 事件 可 以 产生 原因 空间 (确切 地 说 ,是 因果 空间 ) 中 各 种 各 样 的 
“图 形 ”一 一 随机 试验 ,概率 空间 等 。 

最 小 单位 一 -元 素 和 基因 对 是 现实 世界 中 的 物质 ,应 用 科学 
方法 可 以 观测 到 它们 ;点 和 原因 点 则 是 人 们 抽象 思维 的 产物 ,只 有 
通过 人 类 的 思维 才能 理解 它们 。 


2.3.2 原因 点 的 直观 背景 


一 个 “最 小 的 随机 事件 ”被 设想 为 所 有 事件 的 一 次 虚构 的 实 
现 。 它 可 以 用 如 下 的 方法 表达 。 用 1 和 0 分别 代表 出 现 和 不 出 现 。 
当 事 件 4 出 现时 认为 4 对 应 数值 1 ,否则 对 应 数值 0。 于是,“ 所 有 
事件 的 一 次 虚构 的 实现 ”是 一 个 定义 在 和 上 取 值 0 或 1 的 一 个 
函数 

1 4 出 现 
1o 4 不 出 现 
我 们 称 这 样 的 函数 为 原因 点 , 简 记 为 x。 

原因 点 x 代表 事件 空间 2 的 一 种 状态 : 凡 使 x(B)=] 的 事 
件 B 丝 出 现 , 凡 使 x(C)=0 的 事件 C 皆 不 出 现 。 称 原因 点 x 伪 出 
现 , 如 果 事 件 空间 % 处 于 w 所 代表 的 状态 中 @。 


ul(A) (2. 3. 1) 


QD 原因 点 的 正式 定义 将 在 第 (3) 段 中 给 出 。 借 此 机 会 申明 , 标 有 直观 背景 的 章 、 
节 和 段落 中 不 能 定义 自然 公理 系统 中 的 任何 概念 和 符号 。 这 样 的 章 、. 节 和 段落 有 :本 段 
落 ,2.4 节 .2.7 节 和 2.9 节 的 第 (1) 段 ,3. 1 节 和 第 1 章 。 后 者 是 第 !1 组 ,第 NN 组 和 第 VI 
组 公理 的 直观 背景 。 

在 这 些 章 . 节 和 段落 中 ,我 们 通过 对 现实 随机 世界 的 分 析 ,抽象 出 随机 现象 最 本 质 
的 东西 ,形成 概念 的 原形 ,指导 自然 公理 系统 定义 这 些 概念 和 引进 公理 。 因 此 在 建立 公 
理 系 统 时 它们 是 不 可 缺少 的 内 容 。 

由 于 这 部 分 内 容 是 抽象 的 公理 系统 与 现实 世界 之 间 联 系 的 桥梁 ,因此 它们 也 是 理 
解 自然 公理 系统 和 进行 概率 论 应 用 时 必须 具备 的 知识 。 

@ 原因 点 不 是 事件 。 为 了 判定 事件 空间 儿 是 否 处 于 w 所 代表 的 状态 中 需要 
知道 所 有 的 事件 中 哪些 已 经 出 现 ,哪些 尚未 出 现 . 显然 ,这 是 办 不 到 的 事情 。 即 是 说 ,我 
们 无 法 判定 “现象 "u 是 否 已 经 出 现 , 故 a 不 是 事件 。 
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之 所 以 称 x 为 原因 点 ,是 因为 用 逆向 思维 的 方式 我 们 可 以 说 : 
由 于 原因 点 x 伪 出 现 ,所 以 事件 巨 ( 它 使 &(B) 王 1) 出 现 ,事件 C 
( 它 使 <(C) 王 0) 不 出 现 。 

注意 ,不 是 每 个 定义 在 和 上 取 值 0 或 1 的 函数 都 是 原因 点 。 
例如 ,给 定 事 件 D, 使 wD)=u(D)=1 的 函数 xz(4),4EG 就 不 
是 原因 点 。 因 为 由 公理 1 知事 件 忆 和 万 皆 出 现 的 状态 是 不 存在 
的 。 事 实 上 ,应 用 第 I 组 公理 容易 推出 原因 点 具有 下 列 4 条 性 质 ， 

(1) ul(X)=1;u(G )=0, 

(2) u(4)==1 一 wu(4), 对 任意 的 AE 人 2 。 

(3) al U4 一 Sup{x(4)) ,对 任意 的 4 € GE7)。 


C4) | 们 4 = inftw(4)》 对 任意 的 4 € UGi E 站 。 
EEC 了 


并 上 且 性 质 (1)、(4) 可 用 (2)、(3) 推 出 9。 - 

现在 固定 色 ' 中 的 一 个 事件 B, 定 义 一 个 原因 点 的 集合 

{ulu 是 满足 x(B) = 1 的 原因 点 } 
直观 上 ,该 集合 代表 一 组 原因 。 如 果 该 集合 中 某 个 原因 点 伪 出 现 ， 
则 称 这 组 原因 出 现 。 于 是 , 当 这 组 原因 出 现时 事件 B 一 定 出 现 , 当 
它 不 出 现时 事件 B 一 定 不 出 现 ,其 他 的 事件 则 在 遵守 性 质 (2) 和 
(3) 的 前 提 下 可 以 自由 地 选择 出 现 或 不 出 现 。 因 此 ,我 们 可 以 把 这 
组 原因 和 它 的 后 果 一 一 事件 B 等 同 。 即 
B == {ulu 是 满足 u(B) = 1 的 原因 点 } (2. 3. 2) 

并 且 事 件 B 出 现 当 且 仅 当 和 集合 B 中 的 某 个 原因 点 伪 出 现 。 

至 此 ,我们 得 出 结论 一 一 事件 是 由 一 些 原因 点 组 成 的 集合 . 特 
别 , 当 B= 名 时 (2. 3.2) 的 右 方 是 空 集 ,因此 不 可 能 事件 又 称 为 空 
集 , 或 空 事 件 。 当 B=XX 时 (2. 3. 2) 成 为 


@ 去 掉 符号 和 运算 的 概率 意义 后 ,在 代数 学 中 2 是 布尔 (G. Boole)e 代数 ,集合 
{0,1} 赋 也 适当 运算 后 是 布尔 代数 ,满足 性 质 (2) 和 (3) 的 函数 x(4),AE 人 称 为 2 到 


10,1} 上 的 o 同 态 映 射 05'161。 
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ulz 是 原因 点 } (2. 3. 3) 
忆 是 所 有 原因 点 组 蕊 的 集 人 所 以 必然 事件 又 可 以 称 为 原因 空间 。 
小 结 : 我 们 引进 概念 的 先后 顺序 为 :事件 志 事 件 空间 > 原 因 点 

之 事件 是 原因 点 的 集合 之 必然 事件 是 原因 空间 .。 
引进 原因 空间 的 意义 在 于 :事件 成 为 原因 空间 的 子 集 . 即 将 证 
明 , 事 件 在 2 中 的 6 种 关系 一 一 相等 .包含 . 补 . 并 、 交 、 差 等 同 于 
它 作为 和 的 子 集 时 在 集合 论 中 的 相应 关系 。 二 元 组 (X, 和 ?成 为 
合 论 中 的 可 测 空间 .于 是 ,概率 论 找 到 了 最 有 效 的 研究 工具 一 一 

合 论 方法 。 

文 氏 (J. Venn) 图 给 出 集合 论 中 6 种 关系 的 直观 形象 。 从 而 也 

给 出 事件 空间 中 6 种 关系 的 直观 形象 (图 2. 1) 。 


ZN 
加 


图 2.1 事件 的 6 种 关系 








2. 3.3 ”原因 空间 公理 组 
定义 2.3.1 设 x(4),4Ec 是 定义 在 事件 空间 2 上 取 值 
0 或 1 的 函数 .如果 它 具有 上 段 中 的 性 质 (1) 一 (4), 则 称 它 为 原因 


点 , 简 记 为 Uo 
bb 35 La 








公理 下 (原因 点 公理 ) ”原因 点 w 存在 。 它 代表 事件 空间 红 
所 处 的 一 种 状态 ; 凡 使 wt(8)=1 的 事件 B 丝 出 现 , 凡 使 w(C)=0 
的 事件 C 组 不 出 现 。 称 原因 点 z 伪 出 现 ,如 果 人 处 于 zx 所 代表 的 
状态 中 。 

公理 了 .( 伪 出 现 公 理 ) ” 称 全体 原 因 点 组 成 的 集合 XX 为 原因 
空间 。 原 因 空 间 中 有 且 只 有 一 个 原因 点 伪 出 现 。 

公理 (事件 公理 ) 事件 B 是 原因 空间 的 子 集 。 它 是 

B = {ulu 是 满足 zx(B) = 1 的 原因 点 } 

并 且 B 出 现 是 指 B 中 的 某 个 原因 点 伪 出 现 。 

定义 2.3.2 称 二 元 组 (X,2) 为 因果 空间 ,如 果 和 是 事件 
空间 ,X 是 原因 空间 。 

定理 2.3.1 在 因果 空间 (X,2) 中 ,和 中 事件 及 其 运算 与 
X 中 集合 及 其 运算 之 间 呈 现 出 表 2. 1 所 表达 的 一 致 性 。 

证 明 第 1 组 公理 建立 表 2. 1 中 基本 要 素 之 间 的 对 应 。 下 证 
基本 关系 之 间 的 对 应 。 

(1) 设 BCC 是 事件 的 包含 式 。 对 任意 的 原因 点 x(4),4E 
,应 用 C=BUC 和 原因 点 的 性 质 (3) ,我 们 有 

u(C) = u(B UC) = sup{u(B) ,uC)} 

假定 原因 点 xz" E 呈 ,由 公理 1 知 u'(B) 二 1, 由 上 式 推出 u* (C)= 
1。 再 次 应 用 公理 04 知 w EC。 得 证 BCC 也 是 集合 论 中 的 包含 式 。 

反之 , 设 BCC 是 集合 论 中 的 包含 式 , 并 且 B 和 C 是 事件 。 假 
定 事件 B 出 现 。 由 公理 1; 知 B 中 的 某 个 原因 点 w' 伪 出 现 。 由 集 
合 包 含 式 BCC 得 u' EB 推出 u* EC, 故 C 中 有 原因 点 w' 伪 出 
现 。 再 次 应 用 公理 1; 得 出 事件 C 出 现 。 得 证 BCC 是 概率 论 中 的 
包含 式 。 

(2) 由 于 在 集合 论 中 也 有 引 理 2. 2. 1, 应 用 这 个 引 理 和 已 证 的 
(1) 推 出 相等 关系 在 概率 论 和 集合 论 中 是 一 致 的 。 
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表 2.1 


概率 论语 言 与 集合 论语 言 对 照 表 
因 果 空 间 (X,) 




























集 合 论 概 率 论 
原 因 空间 XX 事件 空间 人 
2 原因 点 缺 
G 任意 子 集 缺 
基 | 4 特殊 于 集 (一 组 原因 ) 事件 
要 g 空 集 不 可 能 事件 
素 | 工 原因 空间 必然 事件 
WU -个 特殊 的 o 域 事件 空间 
(Xs) | -个 特殊 的 可 测 空间 因果 空间 















下 面 的 关系 中 .4,B,4,4。 皆 为 事件 ,7 为 有 限 或 可 列 指标 集 ,J 为 不 可 列 指标 集 











六 六 册 


涩 





xzE4 | 原因 点 "是 4 的 元 素 


A=B 


8B 有 表达 式 


4 和 B 由 同 ~- 些 原因 点 组 成 


4 中 的 原因 点 皆 含 于 B 中 

由 不 属于 4 的 所 有 原因 点 组 
成 的 集合 

由 所 有 A;(i€ 了) 中 的 原因 点 组 
成 的 集合 

由 所 有 4.(cEvy) 中 的 原因 点 
组 成 的 集合 

由 同时 属于 所 有 A;(i€E 了 中 的 
原因 点 组 成 的 集合 

由 同时 属于 所 有 4.(eEJ) 中 
的 康 因 点 组 成 的 集合 

由 属于 4, 但 不 属于 B 的 原因 
点 组 成 的 集合 
集合 4 和 B 不 相交 





B = {ulu 是 满足 uC(B) = 1 的 原因 点 ) 








& 伪 出 现 导致 事件 4 出 现 


4 出 现时 已 必 出 现 ,并 且 五 
出 现时 4 必 出 现 


事件 4 出 现时 B 必 出 现 
对 立 事件 :“4 不 出 现 ” 








并 事件 :“ 诸 4,,i E17 中 至 少 
有 一 个 事件 出 现 ” 
缺 








交 事 件 ;“ 诸 事件 Ai,i€ET 此 
出 现 ” 
缺 







差事 件 : “4 出现 ,但 二 不 
出 现 ” 
事件 A4 和 B 不 相 容 










(3) 设 B 和 BB 是 对 并 事件 ,由 公理 知 B 有 表达 式 (2. 3.2)， 


(2. 3. 4) 


注意 到 原因 点 <(4),4EcS 是 只 取 0 和 1 两 个 值 的 函数 ,应 用 原 
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因 点 的 性 质 (2) 得 出 
u" € Bou' (B) = 1432 7 (B) = 0%u’' € B 
得 证 B=X\B, 即 B` 是 B 在 集合 论 中 的 补 。 
反之 , 设 B 是 原因 空间 X 的 子 集 ,并 且 是 事件 .B 在 集合 论 中 
的 补 集 用 X\B 表示 。 注 意 到 原因 点 是 只 取 0 和 1 两 个 值 的 函数 ， 
由 (2. 3.2) 推 出 
X\B = iwlu 是 满足 x(B) = 0 的 原因 点 } (2. 3.5) 
用 表示 B 的 对 立 事件 。 原因 点 的 性 质 (2) 含 有 :uw 满足 条 件 
u(B) 二 0 当 目 仅 当 wuB) 二 1。 攻 (2.3.5) 成 为 
X\B = {ulu 是 满足 条 件 (8B) = 1 的 原因 点 } 
由 公理 I 知 =X\B, 即 B 在 集合 论 中 的 补 也 是 它 在 概率 论 中 的 
补 。 
(4) 设 B,(i € 7 了) 是 事件 ， 局 5 是 并 事件 。 由 公理 于 知 ,它们 
分 别 是 X 的 子 集 
= 一 (zlzx 是 满足 x(B)=1 的 原因 点 ; (iE7) (2. 3. 6) 





和 
Us 二 {zju 是 满足 zi Us- 1 的 原因 点 ，) (2. 3.7) 
由 原因 点 4 的 性 质 (3) 推出 :ae Us 二 1 当 且 仅 当 至 少 存在 菜 个 
B; 使 4(B;) = 1。 因 此 ， Us 是 由 所 有 Bi,i E 了 中 原因 点 组 成 的 
合 , 得 证 Us 也 是 诸 Bi,i € 了 在 集合 论 中 的 并 。 


反之 ,假定 对 任意 的 iE71,B, 是 X 的 子 集 , 并 且 是 事件 。 由 公 
理 且 知 B;, 有 形式 (2. 3.6)。 用 B* 表示 诸 B.,iE7 在 集合 论 中 的 
并 。 由 集合 论 中 并 的 定义 得 册 

ulz 是 原因 点 ,并 且 存 在 某 个 B; 使 4(B;)==1) 
用 Us ,i € 7 在 事件 空间 中 的 并 事件 。 应 用 (2. 3. 7) 后 
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关于 原因 点 的 结论 得 出 
B* = {ulu 是 满足 ul UB 一 工 的 原因 点 } 

于 是 ,由 公理 下 知 B "是 事件 , 并 且 B" = UL Bi。 得 证 并 关系 在 概 
率 论 和 集合 论 中 是 一 致 的 。 

(5) 由 于 德 . 摩根 律 在 概率 论 和 集合 论 中 皆 成 立 。 应 用 
(2. 2.12) 和 已 证 的 (3),(4) 即 得 交 的 一 致 性 。 

(6) 由 于 在 概率 论 和 集合 论 中 皆 有 4\B=4 门 巨 。 应 用 此 式 和 
已 证 的 (3),(5) 即 得 差 的 一 致 性 。 证 毕 


2.3.4 注 记 


(1) 因果 空间 的 哲学 解释 
B = {uju 是 满足 u(B) = 1 的 原因 点 } (2. 3. 2) 
的 右 方 是 原因 空间 X 的 一 个 子 集 , 它 代表 一 组 原因 。(2. 3. 2) 的 左 
方 是 事件 空间 和 的 一 个 元 素 , 它 代 表 这 组 原因 产生 的 后 果 。 于 
是 ,(2. 3.2) 的 右 方 和 左 方 构成 一 组 因果 关系 ,并 被 形象 地 表达 为 
后 果 = 原因 组 (2. 3. 8) 
并 且 , 后 果 出 现 当 且 仅 当 原 因 组 中 的 某 个 原因 发 生 ( 即 人 擅 出 现 ) 。 特 
别 , 令 好 = 和 时 它 成 为 
必然 事件 = 全 部 原因 (2. 3. 9) 
因此 ,(2. 3.2) 是 日 常生 活 中 的 语言 “由 因 导 果 , 执 果 索 因 ” 的 数学 
表达 式 。 

在 现实 中 人 们 关于 因果 律 的 思维 方式 包含 两 项 内 容 ， 

QD 根据 原因 推断 后 果 ,或 者 根据 后 果 寻 找 原因 。 

@ 当 原因 改变 时 推断 后 果 的 相应 变化 。 

第 四 项 内 容 的 数学 抽象 是 (2. 3. 2) 。 第 @@ 项 内 容 是 (2. 3. 2) 的 
数学 演算 , 即 原因 的 改变 被 抽象 成 (2. 3. 2) 右 方 的 集合 运算 ,后 果 
的 变化 被 抽象 成 堪 方 的 事件 运算 。 于 是 ,自然 公理 系统 把 因果 律 抽 
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象 成 能 进行 数学 演算 的 定量 化 的 哲学 规律 。 

(2) 表 2. 1 指明 , 事件 的 不 可 列 并 【4. 和 不 可 列 交 {| 4 
在 概率 论 中 是 无 意义 的 运算 .但 在 集合 论 意义 下 它们 是 有 意义 的 
运算 ,并 且 产 生 X 的 新 子 集 。 至 于 这 个 新 子 集 是 否 为 事件 则 要 小 
心 判断 ,一 般 说 来 它 不 是 事件 ,但 在 特殊 情形 下 (例如 对 一 切 a€ J 
沸 有 4.=X) 它 可 以 是 事件 。 

(3) 公理 下 保证 原因 点 存在 .公理 1 保证 当 B 关 2 
时 (2. 3. 2) 的 右 方 不 是 空 集 。 这 两 个 保证 不 仅 是 信念 ,而 且 是 可 以 
证 明 的 数学 结论 。 事实 上 ,它们 是 布尔 o 代数 中 著名 的 斯 通 
(M. H. Stone) 表 现 定理 的 内 容 D56 。 

之 所 以 用 公理 的 形式 肯定 这 两 个 保证 ,是 因为 它们 很 直观 .我 
们 既 不 想 涉及 过 多 的 代数 学 知识 ,更 不 想 用 抽象 的 代数 定理 掩盖 
概率 论 的 直观 性 和 形象 性 。 

(4) 下 节 用 到 集合 论 中 划分 的 概念 。 这 里 给 出 简单 的 介绍 。 

定义 2.3.3 设 E 是 集合 ,J 是 指标 集 , 了 = (xjcE.) 是 由 玖 
的 子 集 x, 组 成 的 集 系 。 如 果 王 满足 如 下 3 个 条 件 : 

(1) 天 好 ,对 任意 的 aE J ; 

(2) ze 门 xg 王 多 ,对 任意 的 a,BEJ 是 ap; 

(3) Ur.=E. 
则 称 克 为 巨 的 一 个 划分 , 且 称 r, 为 划分 块 。 如 果蔬 满足 条 件 (2) 
和 (3) , 则 称 卫 为 已 的 广义 划分 。 

定义 2.3.4 设 丁 = {zlaE), 了 ={xP|PEJs} 是 EE 的 
两 个 划分 。 如 果 对 任意 的 x?€E I, 存在 芽 中 划分 块 x 使 得 

| nb Cae (2. 3. 10) 

则 称 划分 了 是 LW 的 加 细 , 或 了 是 I 的 加 粗 。 

例 1 设 4GeE 7) 是 非 空 事 件 , 诸 事 件 互 不 相 容 ( 即 对 任意 
不 同 的 i,j€ 1 有 44, = 2), 并 且 【) 4, = 和 显然 (4 ET} 是 
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原因 空间 和 的 一 个 划分 。 
例 2 设 A,(a€ J/,J 是 不 可 列 集 ) 是 事件 , 诸 事件 互 不 相 容 。 
如 果 诸 集合 4,,a € J 了 的 并 【4 一 XX, 那 么 {Asla E 7} 是 原因 空 
oo€EJ 
间 和 的 一 个 广义 划分 。 如果 补充 假定 : 诸 4.(eE. 刀 ) 皆 是 非 空 事 
件 。 那 么 {4A。la€ 几 是 的 一 个 划分 。 
例 3 设 R=( 一 ,十 co0)。 显 然 


I = (R)} (2. 3.11) 
且 ; 二 ((non 十 2j|n 为 奇数 } (2. 3. 12) 
,= 二 《04n 十 2j|n 为 偶数 ) (2. 3.13) 
了 二 {(nn 十 1 为 整数 } (2. 3. 14) 
Ds= {(r}lz ER) (2. 3.15) 


都 是 R 的 划分 。 并 且 

(1) 如 是 最 粗 的 划分 。 即 是 说 ,不 存在 比 I 更 粗 的 划分 。 或 
者 说 ,R 的 任何 划分 都 是 I 的 加 细 。 

(2) 了 是 最 细 的 划分 。 即 是 说 ,不 存在 比 ;更 细 的 划分 。 或 
者 说 ,R 的 任何 划分 都 是 1; 的 加 粗 。 

(3) 卫 , 是 H; 的 加 细 , 也 是 II; 的 加 细 。 

(4) 7 和 DT; 不 能 比较 粗细 。 

引 理 2.3.1 设 民 = {xla€E 几 ) ,= (x 外 1BEJ,} 是 集合 
EE 的 两 个 划分 ,并 且 H; 是 I 的 加 细 。 那 么 对 任意 的 x:"ET, 存 
在 J; 的 子 集 .使 得 

ro = 【jx (2. 3.16) 


pe, 
引 理 2.3.2 设 [= {xa€EJ) ,有一 人 (x?|PEJ,} 是 集合 
EE 的 两 个 划分 。 那 么 
I x 1 A {ax} ag a€E ,PET,) (2. 3. 17) 
是 巨 的 -- 个 广义 划分 。 
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定义 2.3.5 从 工 *x ,中 删除 空 集 后 的 划分 称 为 I 和 I， 
的 交叉 划分 , 记 为 I。 开 ,。 如 果 了 ,x [I; 不 含 空 集 , 则 称 I, 。 IH 
《三 卫 * 卫 ,) 为 真 交叉 划分 。 
例 4 对 于 例 3 中 的 划分 ,我 们 给 出 如 下 4 个 结论 : 
(1) 设立 是 R 的 任意 划分 ,那么 
万 。 玖 三 由 * 开 一 玖 (2. 3. 18) 
是 和 五 的 真 交 叉 划 分 。 
(2) 设 卫 是 R 的 任意 划分 ,但 耳 关 全 ,显然 ,1 * 卫 是 R 的 广 
义 划 分 ,但 不 是 划分 。 因 此 
He. 1= 1H; (2. 3. 19) 
是 ;和 五 的 交叉 划分 ,但 不 是 真 交叉 划分 。 
(3) 耳 ;, x* 本 ;二 {nn 十 2] 门 Gm,m 十 2j|n 为 奇数 ,om 为 偶数 ) 
是 R 的 广义 划分 ,但 不 是 划分 。 故 
H,°。 I,= 1, (2. 3. 20) 
是 Hi 和 卫 ; 的 交叉 划分 ,但 不 是 真 交 又 划分 。 
(4) I * 卫 二 1(n5n 十 2j 门 (mym 十 1j|n 为 偶数 ,m 为 整数 } 
是 广义 划分 ,但 不 是 划分 。 故 
IH;°。H,= 1, (2. 3. 21) 
是 ;和 I 的 交叉 划分 ,但 不 是 真 交叉 划分 。 
例 5 给 定 哆 氏 平面 R 一 {(x,y)|z,yER)。 对 任意 固定 的 实 
数 和 》，, 令 


(X,R) = {(r,2)|z ER) (2. 3. 22) 
(R,y) = {(z,y)|z € R} (2. 3. 23) 
显然 
也 = ((z,R)lzER (2. 3. 24) 
H,= ((R,y)|y€ R)} (2. 3. 25) 
是 R’ 的 两 个 划分 。 
H.-Hl,= Uxl1,=R’ (2. 3. 26) 
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是 五, 和 1; 的 真 交叉 划分 。 
例 6 假定 
0 = {wv aE J} (2. 3. 27) 
1 = {wh |BE J,) (2. 3. 28) 
是 原因 空间 X 的 两 个 划分 。 其 中 ,J 是 两 个 指标 集 ,其 元 素 可 
以 是 有 限 个 ,可 列 个 或 不 可 列 个 。 那 么 
Qo 0 = (wt Nob la €E TBRE J 0 NN wp OG) 
(2. 3. 29) 
是 02, 和 2: 的 交叉 划分 。 
再 假定 对 任意 的 a€. 几 ,BEJ; 有 wn 门 w 关 名 。 那 么 
Qo 0 = {wv wd aE J BEJ,} (2.3.30) 
是 2 和 02, 的 真 交 叉 划分 。 


2.4 第 夏 组 公理 :随机 试验 公理 组 


2.4.1 直观 背景 


前 两 组 公理 把 随机 世界 抽象 成 因果 空间 (X ,入 )。 遗 憾 的 是 ， 
我 们 既 不 能 把 X ,又 不 能 把 和 中 的 元 素 一 一 列举 贝 。 通 常 只 能 研 
究 一 些 孤 立 化 ,理想 化 后 的 局 部 ,以 及 局 部 之 闻 的 关系 。 

经 验 告诉 我 们 ,所谓 的 局 部 是 我 们 关心 的 某 些 事件 .其 个 数 可 
以 是 有 限 的 ,可 列 的 ,或 不 可 列 的 。 用 宛 表示 这 个 局 部 ,并 设 

= {AACE DB,C} 

直观 上 ,由 这 些 事 件 用 补 、 并 ,交差 产生 的 事件 也 是 我 们 关心 的 事 
件 。 即 是 说 





中 用 无 表示 所 有 化 学 元 素 的 集合 ,用 . 4 表示 所 有 物质 的 集合 。 那 么 (EA) 相 
当 于 (X,2v)。 在 研究 物质 时 人 们 也 不 能 把 已 或 . 4 中 的 元 素 -- 一 列举 。 
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A, (J4,, [14,8B\C 
也 属于 多 。 因 此 .9 关于 补 、. 并 、 交 、 差 运算 封闭 2。 简 言 之 ,有 是 
事件 c 域 。 
为 了 研究 这 个 局 部 ,我 们 首先 把 研究 对 象 从 (X ,和 ) 缩 小 为 
(人 ,多 )。 其 中 .多 的 元 素 能 够 一 一 列举 ,或 者 概括 地 描述 。 
其 次 ,用 . 代替 和 进行 类 似 于 2. 3 节 的 讨论 。 令 
0 二 {w|w 是 定义 在 .多 上 取 值 0 或 1 的 函数 (2. 4.1) 
其 中 的 w 还 满足 上 节 第 (1) 段 中 的 性 质 (1) 一 (4) (当然 ,那里 的 红 
皆 要 改 为 .多 )。 直 观 上 ,o 代表 多 处 于 这 样 的 一 种 状态 : 凡 使 
w(B) 二 1 的 事件 有 尼 出 现 , 凡 使 w(C) =0 的 事件 C 皆 不 出 现 。 
同样 的 理由 得 出 ,多 中 的 事件 皆 是 2 的 子 集 . 即 BE. 时 有 
B= {wlw€E OQ, 并 HR w(B) = 1} (2. 4. 2) 
第 三 ,讨论 Q 和 原因 空间 X 的 关系 。 比 较 (2. 3. 2) 和 (2. 4. 1) 
得 出 
w 二 {uj|w 是 满足 u(B) 
二 w(B)(B € 多) 的 原因 点 } (2.4.3) 
X=Ljv (2. 4. 4) 


假定 w 和 ws 是 0 中 不 同 的 元 素 , 由 (2. 4. 3) 得 出 w, 和 w 不 含 相 
同 的 原因 点 。 于 是 得 出 ,0 是 原因 空间 X 的 一 个 划分 。 
第 四 ,事件 B 现在 有 3 种 表达 方法 。 在 2 中 是 字母 B, 在 X 
中 是 (2. 3. 2) 的 右 方 ,在 2 中 是 (2.4.2) 的 右 方 。 即 
B= {wlw€ B}= {ulu€ BB) (2. 4. 5) 
其 中 前 一 个 等 式 是 (2. 4. 2) 的 简写 ;8= {ulu€B8B} 是 (2. 3.2) 的 简 
. 写 ;后 一 个 等 式 是 集合 运算 
(wlo€ BE Uo= {uu B) (2. 4. 6) 
@ 第 1 组 公理 是 这 个 直观 事实 的 数学 抽象 。 
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的 简写 。 
通过 上 述 讨 论 ,我 们 把 研究 对 象 缩小 为 (9, 多 )。 这 个 转变 的 
重要 性 在 于 :2 和 多 中 的 元 素 能 够 一 一 列举 ,或 者 概括 地 描述 。 


2.4.2 随机 试验 公理 组 


定义 2.4.1 如 果 Q={wjeE./) 是 原因 空间 X 的 一 个 划分 ， 
则 称 2 为 样本 空间 ,w 为 样本 点 。 称 样本 点 w 伪 出 现 , 如 果 ww 中 


的 某 个 原因 点 伪 出 现 。 
定义 2.4.2 设 B 是 事件 ,0 是 样本 空间 ,如 果 B 可 以 表示 成 
2 的 子 集 
B= {wla€ J} (2, 4.7) 


则 称 B 是 Q 上 的 事件 ,。 其 中 J 是 定义 2.4.1 中 指标 集 J 的 子 集 ， 
(2.4.7) 按 (2. 4. 6) 理 解 。 

定义 2.4.3 称 (2, 多 ) 为 随机 试验 ,如 果 吕 是 样本 空间 ,多 
是 2 上 事件 的 非 空 集 合 ,并 且 遵守 公理 亚 和 和。 

公理 亚 ( 补 封闭 公理 ) 对 多 中 任意 的 事件 4 成 立 46E . 殊 。 

公理 亚 (c 并 封 闭 公 理 ) 对 多 中 任意 的 有 限 个 ,或 可 列 个 
事件 4;,i E 了 成 立 Ua E 多 。 

由 定义 2.2.6 看 出 ,多 是 事件 c 域 .但 它 与 一 般 的 事件 c 域 不 
同 ,多 中 的 事件 皆 是 0 上 的 事件 .今后 , 称 这 类 特殊 的 有 为 上 
的 事件 = 域 。 于 是 ,定义 2.4.3 可 以 简 述 为 

定义 2.4.3” 称 (2 ,多 ) 为 随机 试验 ,如 果品 是 样本 空间 ,多 
是 0 上 的 事件 o 域 。 

为 了 用 语 上 的 方便 ,随机 试验 有 时 简称 为 试验 0。 首先 把 几 个 








Q@ 在 概率 论 的 书籍 中 试验 和 实验 往往 不 加 区 分 ,并 且 未 能 给 出 确切 的 定义 ,在 
自然 公理 系统 中 随机 试验 成 为 一 个 有 确切 定义 的 数学 名 词 。 








明显 的 事实 写成 

引 理 2. 4. 1 (1) 对 任意 的 事件 o 域 多 ,(X, 多 ) 是 随机 
试验 。 

(2) 给 定 事件 c 域 .天 ,2 用 (2.4.1) 规 定 , 则 (2,. 安 ) 是 随机 

(3) 设 (2, 多 ) 是 随机 试验 ,划分 2 是 有 的 加 细 , 那 么 
(0 ,多 ) 是 随机 试验 。 

这 个 引 理 说 明 一 个 非常 重要 的 事实 ;样本 空间 仅仅 是 研究 事 
件 o 域 的 一 件 工 具 , 在 一 定 的 意义 下 可 以 自由 地 选择 ,今后 , 称 (2) 
中 的 (0Q,.) 为 . 的 生存 试验 。 

定理 2.4.1 设 (2,. 关 ) 是 随机 试验 ,那么 

(1) 2 中 有 和 且 仅 有 一 个 样本 点 伪 出 现 。 

(2) .多 中 事件 B 出 现 当 且 仅 当 B 中 的 某 个 样本 点 伪 出 现 。 

证 明 (1) 设 0= {wla€J) 是 样本 空间 ,由 公理 1 知 原因 空 
间 XX 中 有 且 仅 有 一 个 原因 点 伪 出 现 。 由 于 2 是 和 的 划分 , 故 这 
个 原因 点 属于 且 仅 属于 一 个 样本 点 邮 。 由 定义 2.4.1 得 出 如 中 有 
且 仅 有 这 个 样本 点 w 伪 出 现 。 

(2) 设 B 有 形式 (2.4.7)。 假定 事 件 B 出 现 , 那 么 B 中 的 某 个 
原因 点 伪 出 现 ( 公 理 I)。 由 (2. 4.7) 推 出 这 个 原因 点 属于 B 中 某 
个 样本 点 w, 因 此 w 伪 出 现 。 反 之 ,假定 B 中 某 个 样本 点 w 伪 出 
现 。 那 么 存在 某 个 xEw 使 原因 点 x 伪 出 现 ( 定 义 2.4.1)。 即 B 中 
原因 点 x 伪 出 现 , 故 B 出 现 ( 公 理 1,)。 证 毕 

类 似 于 定理 2. 3. 1 的 讨论 得 到 

定理 2.4.2 在 随机 试验 (Q,. 祷 ) 中 ,. 宛 中 事件 及 其 运算 各 
上 的 和 集合 及 其 运算 呈现 出 表 2. 2 所 表达 的 一 致 性 。 
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表 2.2 随机 试验 中 概率 论 术 语 与 集合 论 术 语 对 照 表 

















随机 试验 (0, 多 ) 
集合 论 术语 








概率 论 术 语 














符号 样本 空间 0 | 从 上 事件 o 域 多 

中 样本 点 可 能 是 多 中 事件 ,也 可 能 不 是 
基 F 一 般 子 集 可 能 是 多 中 事件 ,也 可 能 不 是 
本 A 特殊 子 集 (-- 组 原因 ) .7 中 事件 

好 空 集 不 可 能 事件 
要 | 样本 空间 必然 事件 
喜 特殊 的 " 域 上 事件 o 域 

(0, 罗 ) | 特殊 的 可 测 空间 | 随机 试验 








在 基本 关系 对 应 中 4,B,4, ,人 皆 为 .> 中 事件 ,了 是 有 限 或 可 列 指标 集 ,7 是 不 可 
列 指标 集 

是 集合 4 的 元 过 w 伪 出 现 导致 4 出 现 

4 内 的 每 个 样本 点 背 属 于 B 。 ”| 4 出 现时 B 必 出 现 

4-B | 4 与 已 含有 相同 的 样本 点 | 全 三 或 下 

由 所 有 4.,i€ 了 中 样本 点 组 成 的 | 并 事件 “ 诸 4i,iEz 中 至 少 有 
集合 一 个 事件 出 现 ” 
由 所 有 4;,j€ J 中 样本 点 组 成 | 所 
的 集合 


由 同时 属于 诸 4:,iE 7 中 样本 点 | 交 事件 “ 诸 事件 4:,iE I 皆 出 
组 成 的 集合 现 ” 

















浇 冰 计 风 








i€El 
门 4 由 同时 属于 诸 4j,jEJ 中 样本 
jeJ | 点 组 成 的 集合 
由 属于 4, 但 不 属于 B 的 样本 点 < Pe 
组 成 的 集合 莽 事 件 “4 出 现 ,但 8 不 出 现 





2.4.3 子 随 机 试验 
定义 2.4.4 设 (0,,.,) (i=1,2) 是 两 个 随机 试验 。 如 果 
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GCC.Z, 则 称 (2: ,多 :) 是 (CO 多,) 的 子 随机 试验 ,简称 为 子 试 
验 。 特 别 ,2, 二 0, 时 称 为 同 因子 试验 。 

显然 ,因果 空间 (X, 和 ?本 身 是 一 个 随机 试验 。 任 何 随机 试验 
皆 是 它 的 子 试验 。 

(1) {2, 一 {X} 是 原因 空间 的 最 粗 划分 ,也 ,= { 儿 ,X} 是 最 小 的 
事件 o 域 .显然 ,C0,,9。) 是 随机 试验 ,而 且 是 任何 试验 的 于 试验 。 
称 (2。, 多 。) 为 退化 试验 。 

(2) 设 4 是 任意 的 事件 。 显 然 Q= (4,4} 是 原因 空间 蕊 的 一 
个 划分 ,多 = {名 ,4,4,0}) 是 QQ 上 的 事件 oc 域 。 因 此 (0,. 多 ) 是 随 
机 试验 , 称 为 用 事件 4 生成 的 试验 ,或 伯 努 利 (UJ. Bernoulli) 试 验 。 

在 绪论 中 我 们 把 因果 空间 比喻 为 欧 氏 空间 ,把 随机 试验 比喻 
为 欧 氏 空间 中 的 图 形 。 内 此 ,熟悉 大 量 的 “图 形 ” 一 一 随机 试验 ,对 
培养 因果 空间 的 空间 形象 和 学 习 概 率 论 都 是 不 可 缺少 的 事情 。 从 
现在 开始 直至 2. 6 节 末 我 们 都 是 做 这 项 工作 。 


2.4.4 随机 试验 建 模 (D : 列举 法 


概率 论 学 科 包 括 两 类 工作 。 一 类 是 用 公理 系统 建立 理论 体系 。 
使 用 的 方法 是 逻辑 推理 和 数学 演算 。 对 于 这 类 工作 ,只 要 前 提成 
立 , 椎 演出 的 结论 肯定 正确 。 

另 一 类 工作 是 把 现实 世界 中 人 们 关心 的 随机 现象 抽象 成 理论 
体系 中 的 研究 对 象 (我 们 称 这 部 分 工作 为 概率 论 建 模 ,简称 为 建 
模 ); 然 后 进行 前 一 类 工作 中 的 推演 ,得 到 各 种 各 样 的 结论 最 后 用 
这 些 结 论 表 达 出 所 关心 的 随机 现象 中 蕴含 的 统计 规律 。 

建 模 工作 是 一 种 反映 与 被 反映 的 关系 。 人 们 不 能 谈论 建 模 工 
作 是 否 正确 ,只 能 谈论 是 否 合理 ,是 否 成 功 。 下 面 给 出 判定 建 模 合 
理性 的 3 条 准则 。 

准则 1 模型 保留 实际 问题 的 某 些 本 质 ,适合 使 用 者 的 要 求 ， 
因而 人 们 接受 这 个 模型 。 
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准则 2 从 一 个 实际 问题 中 允许 抽象 出 多 个 不 同 的 模型 。 原 
因 是 建 模 时 各 自强 调和 扬弃 了 实际 问题 的 某 些 方面 。 

准则 3 ”模型 反映 实际 问题 的 一 种 理想 化 面 魏 。 它 和 实际 问 
题 之 间 的 符合 程度 需要 用 实践 检验 。 

建 模 工作 在 应 用 中 普遍 存在 。 当 几何 学 被 应 用 时 人 们 有 时 把 
太阳 、 地 球 等 天 体 视 为 质点 ,有 了 时 视 为 球体 或 椭 球 体 ;建筑 在 地 面 
的 一 道 围墙 有 时 认为 是 平面 上 的 曲线 ,有 时 认为 是 带 形 . 这 样 的 工 
作 属 于 几何 学 的 建 模 。 由 于 几何 学 的 建 模 过 于 灵活 而 又 变化 无 常 ， 
更 由 于 人 们 “天 生地 ”具备 这 类 建 模 本 领 , 所 以 几何 学 拒绝 将 建 模 
内 容 作 为 自身 的 一 个 部 分 。 概 率 论 则 不 同 , 人 们 对 模型 ( 即 概率 论 
中 的 研究 对 象 ) 和 建 模 方法 都 比较 陌生 ,因此 必须 用 大 量 的 、 典 型 
的 例子 熟悉 研究 对 象 和 建 模 方法 。 

例 1 向 桌面 投掷 一 枚 硬币 (实验 61), 试 求 @, 产生 的 随机 
试验 。 

解 ”实验 2 进行 后 不 是 出 现 正面 ,就 是 出 现 反面 。 故 两 个 事 
件 “ 正 面 " 和 “反面 "是 对 立 事件 ， 

02 二 {正面 ,反面 } (2. 4. 8) 
是 必然 事件 。 因 而 2 是 原因 空间 X 的 一 个 划分 , 即 0 是 样本 空 
间 ®。 令 
多 一 {名 ,( 正 面 ), (反面 ,人 2)} (2. 4. 9) 
显然 多 , 是 Q 上 的 事件 " 域 。 于 是 ,CO ,多 ,是 和 产生 的 随机 
试验 。 

答案 (2 ,有 ,) 有 明显 的 直观 背景 。 当 人 们 询问 :向 桌面 投掷 

一 枚 硬币 时 将 出 现 什 么 样 的 结果 ?” 一 些 人 可 能 回答 “不 知道 ” 另 


@ 能 够 列举 出 的 样本 点 ,特别 是 应 用 问题 中 的 样本 点 几乎 都 是 事件 。 可 能 是 这 
个 原因 , 柯 尔 莫 再 洛 夫 把 米 泽 斯 引进 的 样本 点 称 为 基本 事件 C]。 于 是 人 们 义 称 样本 空 
闻 为 基本 事件 空间 (在 [1] 中 称 为 基本 集合 )。 即 便 如 此 ,对 于 随机 试验 CQ,s), 基 本事 
件 也 可 以 不 是 . 中 的 事件 ， 参 看 例 6 和 例 7， 
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一 些 人 可 能 回答 :“ 不 是 出 现 正面 ,就 是 出 现 反面 ”; 还 有 一 些 人 会 
问答;“ 出 现 的 结果 是 且 只 能 是 2, 中 的 一 个 基本 事件 ,我 们 关心 的 
所 有 事件 组 成 事件 c 域 .多 ,”。 

在 生活 中 三 种 回答 都 是 合理 的 ,可 接受 的 。 但 是 ,只 有 第 三 种 
回答 才 是 科学 的 。 因 为 随机 试验 (0,,.,) 全 面 地 ,准确 地 反映 实 
验 @ 的 结果 ;更 因为 任何 实验 的 结果 都 可 以 用 随机 试验 进行 全 面 
的 .准确 的 描述 。 

例 2 向 桌面 投掷 一 枚 硬币 (实验 2,), 试 求 &, 产生 的 随机 
试验 。 

解 ”实验 8, 进行 后 可 能 出 现 “ 正 面 ”, 可 能 出 现 “ 反 面 ”, 可 能 
出 现 “ 站 立 ”。 并 且 认 定 只 能 是 这 三 种 情况 中 的 一 种 。 故 

4 人: = (正面 ,反面 ,站 立 ) (2. 4. 10) 
是 必然 事件 ,也 是 原因 空间 六 的 一 个 划分 。 令 
多 := 0, 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 (2. 4. 11) 
易 证 多 ,是 人 0 上 的 事件 6 域 。 显 然 , (02;,. 记 ,) 是 6, 产生 的 随机 
试验 。 

生活 中 的 “实验 ”一 词 有 时 是 明确 的 ,有 时 是 含糊 的 ,所谓 明确 
的 ,是 指 实验 遵守 的 条 件 是 人 人 共同 认为 的 “不 言 而 喻 ”的 条 件 。 所 
谓 含 糊 的 ,是 指 人 们 不 能 把 实验 遵守 的 条 件 一 个 不 漏 地 罗列 出 来 。 
因此 总 能 根据 漏 掉 的 条 件 人 为 地 把 一 个 实验 变 成 为 两 个 或 几 个 。 
当前 ,向 桌面 投掷 硬币 的 实验 就 是 这 样 的 一 个 例子 。 当 我 们 遵守 
“不 言 而 喻 ”的 条 件 时 它 是 实验 2 ; 当 桌 面 有 罕 裂 锋 时 它 是 实 
验 8,。 

科学 的 一 个 任务 就 是 消除 这 类 “含糊 性 ”。 由 于 随机 试验 准确 
地 规定 了 实验 的 部 分 条 件 ,在 进行 理论 研究 时 我 们 用 试验 
(2 , 罗 ;) 作 为 刻画 实验 6; 的 部 分 条 件 人 ;在 建 模 工作 中 则 用 “不 言 


@ 即 是 说 ,实验 2; 产生 的 随机 试验 是 (人 ,多 ,)。2.7 节 引 进 的 概率 空间 (2; 2,， 
已) 将 全 面 地 .准确 地 刻画 实验 8; 的 全 部 条 件 。 
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而 喻 ”的 条 件 作为 实验 进行 的 条 件 , 人 们 将 依据 “不 言 而 喻 ”的 条 件 
建立 实验 产生 的 试验 。 
例 3 在 一 无 所 知 的 情况 下 预测 某 胎儿 的 性 别 ( 实 验 8,), 试 
求 6, 产生 的 随机 试验 。 
解 ” 由 于 胎儿 的 性 别 不 是 男 ,就 是 女 。 故 
0Q2 一 《 男 , 女 } (2. 4. 12) 
是 2; 产生 的 样本 空间 。 令 
六 ;= {名 ,( 男 ),( 女 ) ,02,) (2. 4. 13) 
它 是 0; 上 的 事件 o 域 。 显然 , (2 ,多 ;) 是 Ge 产生 的 随机 试验 。 
例 4 预测 杂交 豌豆 第 二 代 的 某 植株 的 花色 (实验 8,), 试 求 
2, 产生 的 随机 试验 。 
解 由 1.3 节 得 知 植株 不 是 开 红 花 , 就 是 开 白 花 。 故 


02, 二 ( 红 花 ,白花 } (2. 4. 14) 
是 4 产生 的 样本 空间 。 令 
多 ,二 { 忆 ,( 红 花 ),( 白 花 ) ,0,} (2.4.15) 


它 是 0, 上 的 事件 o 域 。 显 然 , C04,. 宛 ,) 是 @ 产生 的 随机 试验 。 
例 5 向 桌面 投 撕 一 榴 骨 子 (实验 4,), 试 求 is 产生 的 随机 
试验 。 
解 ”由 于 货 子 出 现 的 点 数 只 能 是 1,2,3,4,5,6 中 的 一 个 。 故 
0; = {1,2,3,4,5,6) (2. 4. 16) 
是 必然 事件 ,也 是 原因 空间 X 的 一 个 划分 。 即 0; 是 2 产生 的 样 
本 空间 。 令 
多 ;二 02; 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 (2. 4. 17) 
它 是 2, 上 的 事件 c 域 。 因 此 (9 ,多 :) 是 6; 产生 的 随机 试验 。 
例 6 在 上 例 的 实验 中 我 们 只 关心 出 现 点 数 的 奇偶 性 (实验 
G86), 试 求 8; 产生 的 随机 试验 。 
解法 1 采用 上 例 的 记号 。 子 集 人 1,3,5} 和 {2,4,6} 分 别 是 事 
件 “ 出 现 奇数 ?和 “出 现 偶数 "。 令 
. 51 和 








多 4 一 {CG,{1,3,5), {2,4,6},0;} (2.4.18) 
它 是 0Q; 上 的 事件 c 域 ,并 且 是 实验 G 关心 的 全 部 事件 。 故 
(Qs,. 多 6。) 是 2。 产生 的 随机 试验 。 
解法 2 用 w。 和 ww 分别 表示 事件 “出 现 奇数 ”和 “出 现 偶 数 ”。 
由 于 投掷 盘子 的 结果 不 是 奇数 就 是 偶数 , 故 
人 = {wow} (2. 4. 19) 
是 必然 事件 ,也 是 原因 空间 的 一 个 划分 . 即 0 是 36 产生 的 一 个 样 
本 空间 。 令 
Fo, = {CG ,wo), Cw) ,2,} (2. 4. 20) 
它 是 2 上 的 事件 c 域 。 因 此 (24 ,多 是 Ge 产生 的 随机 试验 。 
例 7 在 例 5 的 实验 中 把 5 和 6 视 为 大 点 ,把 1,2,3,4 视 为 小 
点 。 如 果 我 们 只 关心 出 现 大 点 和 小 点 (实验 9;) , 试 求 @; 产生 的 随 
机 试验 。 
解 用 wm 和 必 分 别 表示 事件 “出 现 大 点 ”和 “出 现 小 点 >”。 由 
于 投掷 般 子 不 是 出 现 大 点 就 是 出 现 小 点 。 故 


人 = {wp ,ww,} (2. 4. 21) 
是 必然 事件 ,也 是 原因 空间 X 的 一 个 划分 。 令 
. 穹 1 一 {wp) ,Cw,) ,2,} (2. 4. 22) 


它 是 2, 上 的 事件 o 域 。 显然 (0;, 多 ,) 是 2; 产生 的 随机 试验 。 
容易 看 出 ,X 的 划分 0 是 0; 的 加 细 。 由 引 理 2. 4. 1 得 出 (0;， 
多 7) 是 随机 试验 。 显 然 它 也 是 8; 产生 的 随机 试验 。 
直觉 上 ,实验 2。 和 Se 是 cs 的 一 部 分 ,不 妨 称 它们 为 @; 的 子 
实验 。 这 个 事实 在 自然 公理 系统 中 表现 为 ; (Do, 多 。) ,0 多) 是 
(05, 多 5) 的 子 试验 ; 02: 多， (025, 丈 )) 是 (0 多;) 的 同 因 子 试 
验 。 在 (2:, 多 ,) 中 有 
(ws》 = (1,3,5},(w.) = {2,4,6} (2. 4. 23) 
(w)》 = {5,6}),(w,) = {1,2,3,4)} (2. 4. 24) 
随机 试验 (2:,. 肥 和 (2 ,多 证 实例 1 的 脚注 中 提 到 的 事 
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实 : 基 本 事件 可 以 不 是 多 中 的 事件 。 
例 8 伐 中 有 个 球 ,分 别 标号 为 wm,w，…w。 现 在 随意 地 
摸 出 一 个 球 ( 实 验 @;), 试 求 6 产生 的 随机 试验 。 
解 ”用 必 表 示 事 件 “ 摸 出 球 w”。 由 于 非 空 的 诸 事件 w(1 所 : 
态 n) 互 不 相 容 ,其 并 为 必然 事件 。 故 
fs 一 (oo (2. 4. 25) 
是 原因 空间 X 的 一 个 划分 。 即 Vs 是 本 例 的 样本 空间 。 令 
多 。 一 《24 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 (2. 4. 26) 
它 是 0Q。 上 的 事件 o 域 。 显然 (Qs,.F。) 是 8。 产生 的 随机 试验 。 
例 9 接连 地 投掷 一 枚 硬币 ,直到 第 一 次 出 现 正面 时 停止 ( 实 
验 8,)。 试 求 8, 产生 的 随机 试验 。 
解 用 ww 一 ( 反 ,… 下 及 ， 正 ) 表 示 事 件 “ 前 一 1 次 出 现 反面 ， 


第 = 次 出 现 正面 *,w- 二 ( 反 ， 反 ,…) 表 示 事 件 “ 投 掷 永 不 停止 >。 由 
于 诸 事件 w(1&i&oo) 非 空 , 互 不 相 容 , 其 并 为 必然 事件 。 故 
人 = {ww We (2. 4. 27) 
是 的 样本 空间 。 令 
多 ,二 02 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 (2. 4. 28) 
显然 ,多 ,是 8,， 上 的 事件 o 域 ,(02,,.,) 是 2, 产生 的 随机 试验 。 
例 10 向 直线 R= (一 co, 十 cc) 上 投掷 一 个 质点 (实验 1,)。 
试 求 61 产生 的 随机 试验 。 
解 ” 用 实数 xz 表示 非 空 事 件 “ 质 点 落 在 坐标 为 z 的 点 处 ”。 显 
然 , 诸 事件 互 不 相 容 ( 即 对 任意 两 个 实数 xz 隆 y, 作 为 事件 的 运算 有 
z 门 y 一 好 ) ,并 且 诸 事件 中 有 且 只 有 一 个 事件 出 现 。 故 这 些 事件 组 
成 的 集合 是 必然 事件 了 。 因 此 
R= (zj 一 co < 之 所 十 oo) (2. 4. 29) 


@ 不 能 说 “ 诸 事 件 的 并 是 必然 事件 ”。 因 为 这 些 事 件 的 个 数 是 不 可 列 的 ,事件 的 
不 可 列 并 是 无 意义 的 。 
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是 原因 空间 X 的 一 个 划分 。 即 R 是 本 例 的 样本 空间 。 
用 4 表示 R 的 任意 子 集 , 它 也 表示 事件 “质点 落 在 4 内 ”. 令 
829 一 (4|4CR) (2. 4. 30) 
显然 , 它 是 Qi, 上 的 事件 o 域 ,也 是 本 例 所 关心 的 全 部 事件 。 因 此 
(R,' 久 10) 是 Zio 产生 的 随机 试验 。 
例 11 向 ” 维 欧 氏 空间 R" 投掷 一 个 质点 (实验 史 ,)。 试 求 
Su 产生 的 随机 试验 。 
解 ” 用 (zzz,，…z) 表 示 非 空 事件 “质点 落 在 坐标 为 (zi,zrz， 
…,zo) 的 点 处 ”用 R" 的 子 集 4 表示 “质点 落 在 4 内 ”。 令 
R" = (riyT20 ,IT) | 0 < risT y+ 00) 
(2. 4. 31) 
元 ,= (AACR') (2. 4. 32) 
类 似 于 例 10 的 议论 得 出 (R", 多 11) 是 B81 产生 的 随机 试验 。 


2.4.5 随机 试验 建 模 (I ): 扩张 法 


设 2 是 样本 空间 ,wx 是 2 上 的 一 些 事件 组 成 的 非 空 集合 。 

定义 2.4.5 称 . 罗 ,是 .ex 生成 的 事件 o 域 (或 事件 域 ), 如 果 
多 "是 如上 包含 -ez 的 事件 o 域 (或 事件 域 ), 并 且 对 0 上 包含 .< 
的 任何 事件 c 域 ( 或 事件 域 ) 多 成 立 多 。。 

通常 把 事件 c 域 多 。 记 为 c(-e) ,把 事件 域 罗 。 记 为 ~(-e“)。 
aex) 和 (er) 又 分 别称 为 包含 x 的 最 小 事件 c 域 和 最 小 事 
件 域 。 

首先 论证 r(x 和 az) 的 存在 性 。 现 今 概 率 论 中 流行 的 证 
明 方 法 在 自然 公理 系统 中 不 能 采用 。 该 方法 把 证 r(x) 和 ol.) 
的 存在 性 转变 成 集合 论 中 证 r(x) 和 ol.w ) 的 存在 性 (参看 定理 
2.4.2) ,后 者 用 到 “0 的 全 体 子 集 是 o 域 (或 域 )” 的 结论 ,由 于 这 个 
o 域 ( 或 域 ) 不 一 定 是 事件 c 域 ( 或 域 ) ,所 以 不 能 保证 ~(-er ) 和 
cC-ez) 中 的 集合 是 事件 。 
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下 面 给 出 r~C-e > 和 (es 存在 性 的 另 一 种 证 法 072。 它 是 一 个 
构造 性 证 明 , 因 而 清楚 地 显示 出 r(x ) 和 ol ) 的 结构 。 

定理 2.4.3 设 .x 是 样本 空间 2 上 的 一 些 事件 组 成 的 非 空 
集合 ,那么 r(<) 和 (zz) 皆 存在 且 惟 一 。 

证 明 〈1) -~(- 的 存在 性 和 惟一 性 :用 多 表示 怠 上 任意 一 
些 事件 组 成 的 集合 。 今 


11 (UD, NN Dm> 1,7D 或 万 E ,1 SiSm) 


(2. 4. 33) 
即 是 说 , 细 ' 是 由 纪 首先 添加 多 中 事件 的 补 , 然 后 再 添加 这 些 事 
件 的 有 限 并 和 有 限 交 形成 的 集合 。 不 妨 把 用 纪 得 到 乡 ` 的 方法 称 
为 操作 “x "。 现 在 对 -<7 进行 一 系列 的 ”x "操作 , 令 


Hi = HR 2 3) (2.4.,34) 
和 一 上 同安， (2. 4. 35) 


显然 名 ,中 的 元 素 都 是 2 上 的 事件 。 下 证 它 是 事件 域 . 事实 上 , 设 
AE 统 ,, 由 (2.4.35) 得 出 存在 自然 数 n 使 A€E 哆 ,。 应 用 操作 “x*” 
的 定义 推出 AE€ 六 ,,1, 得 证 有 AE 六 ,。 又 设 A1,A,,… ,A, Eco 则 
存在 自然 数 $1,s,,…,s, 使 得 A; € 扩 Ri 二 1,2,%n)。 令 m= 


max{si,52,…4sa) ,由 操作 “ x” 的 定义 推出 U4 E 之 得 证 


U4 E 统 ,, 故 多, 是 事件 域 。 

用 驴 表 示 包 含 -x 的 任意 事件 域 。 (2. 4. 34) 含 有 浪 ! 忆 :分 。 由 
操作 “x ”的 定义 知 安家 ;… 皆 包含 在 于 内 , 故 琉 , 己 FR。 得 证 
r(-x ) 存 在 且 惟 一 ,并 且 就 是 到 ,。 

(2) ol ) 的 存在 性 和 惟一 性 ; 令 

= ((JD, 门 D4P 或 五 Ee 2) (2.4.36) 
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其 中 7 是 本 书 约定 的 有 限 或 可 列 指标 集 。 即 是 说 ,由 续 扩 大 为 
急 ' 时 还 应 添加 事件 的 可 列 并 和 可 列 交 , 得 到 比 多 "更 大 的 集合 
多"“ ,不 妨 把 用 乡 得 到 纪 '' 的 方法 称 为 操作 “x* x ”。 现 在 对 .所 
进行 一 系列 “x x ”操作 , 今 

FI FR (N=2,3,) (2.4.37) 
用 w 表示 第 一 个 无 限 序数 由， 


少 


(2. 4. 38 ) 
一 般 情形 , 设 a 是 任意 的 可 数 序数 ,并 且 多 s(6<c) 皆 已 定 
义 。 如 果 “是 孤立 序数 ,那么 存在 序数 a 使 a 十 1 二 a, 这 时 规定 


= 7 (2. 4. 39) 
如 果 a 是 极限 序数 , 则 规 
= | 多 ， (2. 4. 40) 
B<a 


由 超 限 归纳 法 知 对 一 切 可 数 序数 a 皆 定 义 了 .多 .。 于 是 得 到 事件 
集合 的 超 限 序列 
FF Fa FF Ra Fo (2.4.41) 
众所周知 ,对 任意 的 a, ( 罗 ,多 :，…, 8 多。} 是 可 列 集 。 但 是 
(2.4. 41) 的 总 个 数 是 不 可 列 的 。 令 
.2 一 2。 (2. 4. 42) 


显然 ,多 ,中 的 元 素 是 上 的 事件 ,下 证 .多 , 是 事件 o 域 。 事 
实 上 , 设 AE 多 ,由 (2.4.42) 看 出 存在 可 数 序数 a 使 得 AE€ .7。。 
由 操作 “x * ”的 定义 得 出 AE. 多 ,得 证 AE. 玉 。。 又 设 4E 安 。 
(i€7), 则 存在 可 数 序 数 a, 使 得 4,E 史 .GED7)。 用 B8 表 示 有 限 个 


@ 关于 序数 的 知识 参看 L17]。 在 集合 论 中 用 表示 第 一 个 无 限 序数 。 由 于 慨 率 
论 中 用 ww 表示 样本 点 ,所 以 我 们 用 w 表示 第 一 个 无 限 序数 。 
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或 可 列 个 序数 wzE7 后 的 第 一 个 序数 ,由 序数 理论 知 8 也 是 可 数 
序数 。 应 用 操作 * * * ”的 定义 推出 U4 E 多 p41, 得 证 U: 4 € 


Fo。 才 .是 事件 o 域 。 

设 .多 是 包含 .xz 的 任意 事件 o 域 。 由 (2.4. 37) 看 出 ,CC 
安 。 用 超 限 归纳 法 可 证 ,对 任意 的 可 数 序数 < 有 .多 .人 到。 从 而 
罗 C. 安 ,得 证 c(-e7 存在 且 惟 一 ,并 且 就 是 安 。。 证 毕 

推论 设 .om 和 .oo 都 是 Q 上 的 一 些 事件 组 成 的 非 空 集合 
如 果 -er 中 的 事件 都 可 以 用 <7; 中 事件 的 补 、 并 、 交 、 差 表达 
那么 

oC) TC os) (2. 4. 43) 

容易 看 出 ,用 操作 “x * ”构造 c(-o) 时 可 能 出 现 情况 :存在 
某 个 可 数 序数 a 使 得 .= .多 ,i 二 …… ,例如 , 当 .x 本 身 是 事件 
0o 域 时 有 .多 | = . 宛 ,一 ……。 但 是 ,存在 这 样 的 和 .x ,使 得 对 任 
意 的 可 数 序数 a 成立. CU 


定义 2.4.6 如 果 c(. 中 的 事件 是 我 们 关心 的 全 部 事件 ， 
则 称 -ez 为 全 事件 集 , 简 称 为 芽 集 。.s*” 中 的 事件 称 为 芽 事 件 。 

例 12 向 直线 R= (一 co ,十 co) 上 投掷 一 个 质点 , 芽 集 为 

Le 一 (ap 一 ce 和 过 < < 十 co (2.4.44) 
其 中 (a , 缮 表示 事件 “质点 落 在 区 间 (a ,0 内 ”( 实 验 81,), 试 求 281， 
产生 的 随机 试验 。 

解 ” 由 例 10 的 讨论 得 知 R 是 人 :的 样本 空间 。 显 然 , 芽 事 件 
皆 是 R 上 的 事件 。 由 题 意 ,现在 关心 的 所 有 事件 组 成 的 集合 是 
cs)。 故 (R,c(Ces)) 是 加 :产生 的 随机 试验 。 

例 13 向 直线 R 投掷 一 个 质点 。 芽 集 为 

= {(asa 十 1jla 为 整数 } (2. 4. 45) 
其 中 (aa 十 吉 表 示 事 件 “ 质 点 落 在 区 间 (e,a 十 1 内 ”( 实 验 “ ms)。 
试 求 91 产生 的 随机 试验 。 
as D7。 





解 若 选 R 为 样本 空间 ,显然 芽 事 件 皆 是 R 上 的 事件 , 故 
ol 3) 是 R 上 的 事件 o 域 。 依 题 意 得 出 (R,c(-ers)) 是 es 产生 


的 随机 试验 。 
例 14 向 欧 氏 平面 R: 一 ((z,y)lzvyER' 投掷 一 个 质点 , 芽 
集 为 
Le = ab] x Qh Cab + = 1.2) 


(2. 4. 46) 

其 中 (ab]x (ap 表示 事件 “质点 落 在 矩形 (ai,b]Xx (as,62] 
中 ”实验 4 )。 试 求人 ,产生 的 随机 试验 。 

解 和 例 10 同样 的 理由 得 出 R: 是 @, 产 生 的 样本 空间 ,由 题 
意 ,现在 关心 的 所 有 事件 组 成 的 集合 是 ole14), 它 是 R* 上 的 事 
件 o 域 。 故 (R?,o(-s01,)) 是 Zi 产生 的 随机 试验 。 

例 15 向 欧 氏 空间 R: 一 {(zyy,z)lz,yzER' 投掷 -一 个 质 
点 , 芽 集 为 


Lo 5 二 (Te Sab + oi = 1,2,3| 
(2. 4. 47) 
其 中 ] ,四 ] 表 示 事 件 * 质点 落 在 长 方 体 ][ C6， b,j 内 ”( 实 验 


61s)。 试 求 is 产生 的 随机 试验 。 
解 和 例 10 同样 的 理由 得 出 R: 是 3;; 产 生 的 样本 空间 ,由 题 
意 ,Et 关心 的 所 有 事件 组 成 的 集合 是 c(-eris), 它 是 R: 上 的 事件 
c 域 。 故 (Ri,c(-eris)) 是 G@s 产 生 的 随机 试验 。 


2.4.6 注 记 


(1) 了 解 r(-xf) 和 ol ) 的 结构 对 理解 概率 论 极 有 帮助 。 它 
们 的 结构 又 一 次 显示 有 限 和 可 列 在 概率 论 中 处 于 同样 的 地 位 ,不 
可 列 才 是 “真正 的 无 限 ”。 
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(2) 例 10 与 例 12 是 两 个 不 同 的 随机 试验 。 在 今后 的 研究 中 
将 显示 出 本 质 的 差别 ,参看 下 节 的 定理 2. 5.8 和 2.8 节 的 节 末 
注 记 。 


2.5 几 类 典型 的 随机 试验 


用 列举 法 和 扩张 法 能 够 构造 大 量 的 随机 试验 。 在 各 种 概率 论 
的 入 口 书籍 中 也 能 找到 许 许多 多 的 例子 。 本 节 用 代数 学 中 的 同 构 
概念 把 常见 的 随机 试验 归并 为 几 个 典型 的 类 。 
2. 5.1 0o 同 构 ;标准 试验 


定义 2.5.1 设 .地 :和 .多 :是 两 个 事件 c 域 。 如 果 存 在 一 个 
多 和 .到 之 间 的 - -一 对 应 
9; 2D A A) € .9F, (2. 5.1) 


使 得 对 任意 的 A, A;E.1(E7T) 成 立 


pA) = (A) (2, 5. 2) 
vp{ lj4= {4 (2. 5. 3) 
Es ES 


则 称 . 包 ,和 .多 ;为 o 同 构 , 称 gq 为 o 同 构 映 射 。 

定义 2.5.2 称 随机 试验 (021,. 记 ,) 和 (2;,. 也 ,) 为 o 同 构 , 如 
果 . 多 1 和光 , 是 o 同 构 的 事件 o 域 。 

引 理 2.5.1 设 p 是 事件 o 域 .7 和.; 之 间 的 o 辣 构 映 射 。 
那么 对 任意 的 A,B,A;E. 记 1(iET) 成 立 


(1) HX) = Xp(L) = (2. 5. 4) 

C2) (4) = 4) (2. 5. 5) 
TE 了 IE 

(3) VC4NB) = VCA4DN9CB) (2. 5. 6) 


证 明 是 容易 的 , 留 给 读者 。 显 然 ,2. 4 节 中 例 1, 例 3, 例 4, 例 6 
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和 例 7 中 的 试验 皆 相 互 e 同 构 。 

定义 2.5.3 称 随机 试验 (2, 安 ) 为 标准 的 ,如 果 对 任意 的 
woE 吕 成 立 {w)E.2。 

通常 ,用 实验 产生 随机 试验 时 往往 得 到 标准 试验 ,例如 上 节 中 
的 (2 到)G=1, 2 9)，(R, 多，(R" 多 (Ra(oy))， 
(Ra(<z)) 和 (Rz,a(szis)) 缘 是 标准 试验 。 但 是 ,有 时 也 会 得 到 
非 标 准 试验 。 例 如 上 节 中 的 (f2; ,多 。), (82; ,多 ,1) 和 (R,ol.271,))。 

试问 : 对 任意 的 随机 试验 (0,.F ), 是 否 存 在 样本 空间 2' ,使 
得 (02 ,多 ) 是 标准 试验 ? 

答案 是 否定 的 。 事 实 上 ,对 因果 空间 (X, 和 ) 就 没有 这 样 的 结 
论 (参看 2. 3 节 中 关于 原因 点 的 脚注 和 节 末 注 记 3)。 本 节 证 明 , 常 
见 的 典型 试验 都 是 标准 的 ,或 者 可 化 为 标准 的 。 


2. 5.2 nn 型 试验 


定义 2.5.4 称 (Q2,. 交 ) 为 n 型 试验 ,如 果 台 是 ”元 集 。 

定理 2. 5. 1 7) 型 试验 (2 ,多 ) 是 标准 的 当 且 仅 当 多 是 0 的 
所 有 子 集 组 成 的 集合 。 

证 明 ”充分 性 显然 , 设 (0,.) 是 n 型 标准 试验 ,不 失 一 般 幅 
可 假定 


02 一 A (2,5,7) 
由 标 准 性 假定 可 得 {w.) € 多 。 设 A 是 0 的 任意 子 集 , 由 于 
4 二 【| {w} 是 有 限 并 , 故 A € 多, 必要 性 得 证 。 证 毕 


定理 2. 5.2 型 标 准 试验 皆 相 互 o 同 构 。 
证 明 设 (Q, 祷 ) 和 (2 ,多 ') 是 两 个 n 型 标准 试验 ,不 妨 假定 
Q 有 形式 (2. 5.7) ,人 2 有 形式 
人 = (wr (2. 5. 8) 
任 取 旭 到 02 的 一 个 -- 一 映射, 壁 如 取 
. 60 . 








8 dr 地 (2. 5. 9) 

令 
9 4E 了 <P4) = 一 (人 ywE4) GE (2.5.10) 
容易 验证 ,(2. 5. 10) 规 定 的 8 是 .多 和 六 ' 之 间 的 o 同 构 上 映射。 得 
证 (Q,.%) 和 (2 ,多 7) 是 ac 同 构 的 。 证 毕 

72 型 标准 试验 (0,. 多 ) 有 清楚 的 结构 : 

(1) 样本 空间 0 含有 nn 个 元 素 。 一 般 形式 为 (2, 5.7)。 

(2) 事件 o 域 允 含有 2 个 元 素 。 它 们 可 以 分 为 n 十 1 个 类 。 
第 i(0 志 i<n) 类 事件 为 由 i 个 样本 点 组 成 的 事件 ,这 样 的 事件 有 
C 个 ,它们 是 

{wi 2 ,CU 》 ， { 0, » ws iT } ss {itt yn OU } 

(2. 5.11) 

为 了 显示 型 非 标 准 试验 的 结构 ,需要 引进 

定义 2.5.5 设 (02,. 禄 ) 是 任意 的 随机 试验 ,B 是 . 中 的 非 
空 事 件 。 称 B 为 原子 的 ,如 果 对 任意 的 AE 祷 ,由 ACB 推出 A= 
名 和 4 二 8B 之 中 必 有 一 个 成 立 。 否 则 称 B 为 非 原子 的 。 

显然 ,不 同 的 原子 事件 B, 和 B, 是 不 相 容 的 。 事 实 上 ,如 果 
互 门 B: 短 好, 由 原子 性 推出 B 门 妨 := 已 = 有 :此 为 不 可 能 。 

定理 2.5.3 设 (2. 因 ) 是 ”型 试验 。 那 么 存在 样本 空间 Q' 使 
得 ( ,多 ) 是 z2 型 标准 试验 ,这 里 mn。 

证 明 设 4 是 :多 中 的 非 空 事件 , 则 存在 某 原 子 事 件 已 使 得 
BC4。 事 实 上 ,如 果 4 本身 是 原子 的 , 则 结论 正确 。 和 否则 ,4 存在 
非 空 真子 集 4 和 A\A;。 如 果 它 们 之 中 有 一 个 是 原子 的 ,把 它 取 
为 B 即 得 结论 ,否则 ,对 4, 进行 类 似 的 操作 。 如 此 继续 ,操作 停止 
时 即 得 到 所 需要 的 BB。 注意 到 4 是 有 限 集 , 所 以 操作 在 有 限 步 内 
会 停止 。 

用 B1,B,，…,B。 表示 .多 中 所 有 的 原子 事件 。 令 

12 = {(B,,B,,.…,B,)} (2. 5. 12) 
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显然 诸 B,(1 亿 i 全 m) 非 空 ,而 且 互 不 相交 ,因此 mw 志 n。 下 证 


0 = (Bs (2. 5.13) 
i=] 


事实 上 , 若 它 不 成 立 , 则 ON [8, 是. 中 的 非 空 事件 。 由 已 证 的 


结论 知 , 其 内 含有 原子 事件 BB。 显然 8 与 诸 Bi(1 志 i 志 m) 不 相同 。 
此 为 不 可 能 ,得 证 (2. 5. 13) 成 立 。 

于 是 得 证 2 是 原因 空间 X 的 一 个 划分 , 它 是 0 的 加 粗 , 取 人 
为 样本 空间 。 对 任意 的 A€ .多 ,我 们 有 


4=- 4 站 [U8]=Ua4s, (2.5. 14) 


由 B; 的 原子 性 推出 4B,== 乡 和 4 有 ,= 已 之 中 必 有 一 个 成 立 。 得 证 
4 是 人 2 上 事件 ,> 是 你 上 的 事件 " 域 。 故 (2 ,多 ) 是 mm 型 标准 
试验 。 证 毕 


2.5.3 可 列 型 试验 


定义 2.5.6 称 (0,. 纪 ) 为 可 列 型 试验 ,如 果 含有 可 列 个 
元 素 。 
类 似 于 ”型 试验 的 讨论 易 证 
定理 2.5.4 可 列 型 试验 (2, 交 ) 是 标准 的 当 且 仅 当 .二 是 避 
的 所 有 子 集 组 成 的 集合 。 

定理 2. 5.5 ”可 列 型 标准 试验 皆 相 互 o 同 构 。 

同样 ,可 列 型 标准 试验 (02, 多 ) 也 有 清楚 的 结构 : 

(1) 样本 空间 8 含有 可 列 个 元 素 。 不 妨 设 

0 = {ws} (2. 5. 15) 

(2) 事件 c 域 多 含有 不 可 列 个 元 素 。 它 们 可 以 分 为 可 列 
个 类 : 

QD 第 :0 和 :< 和”) 类 事件 :由 ?个 样本 点 组 成 的 事件 ,它们 是 
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人 oO (2. 5. 16) 





其 中 第 0 类 只 含 一 i(1 信 10) 类 含有 
可 列 个 事件 。 

@ 第 w 类 事件 :由 可 列 个 样本 点 组 成 的 事件 ,其 个 数 是 不 可 
列 的 。 


下 面 讨论 可 列 型 非 标 准 试验 。 为 此 先 证 

引 理 2. $5.2 设 (0,. 密 ) 是 可 列 型 试验 。 那么 对 任意 的 wE0， 
存在 原子 事件 BB 使 得 w€ B。 并 且 8 是 惟一 的 。 

证 明 如果 2 是 原子 的 , 取 B= 二 0 即 得 存在 性 结论 。 否 则 , 存 
在 2 的 非 空 真子 集 41,0\A1E 礼 。 显 然 。€ 4 和 wEAN\A, 之 中 
有 且 仅 有 一 个 成 立 。 不 失 -- 般 性 , 设 wE 4,。 

如 果 4, 是 原子 事件 , 取 B=A, 即 得 存在 性 结论 。 否 则 ,用 4， 
代替 8 进行 上 面 的 操作 得 到 4;。 如 此 继续 ,得 到 4: ,4.,…。 如 果 
操作 在 自然 数 k 处 停止 , 取 B= A 即 得 存在 性 结论 。 否则 ,应 用 归 
纳 法 得 到 事件 的 序列 

0, Al, A 4 (2.5. 17) 


令 4。 = 门 4 .操作 法 保证 wE 4.。 如 果 4 是 原子 的 , 取 B := A。 


即 得 存在 性 结 者 论 。 和 否则 ,应 用 超 限 归纳 法 继续 进行 操作 : 当 x 是 孤 
立 的 可 数 序数 时 4, 按 4, 的 方式 进行 ; 当 是 极限 的 可 数 序数 时 
4.。 按 A 的 方式 进行 。 于 是 得 到 事件 的 超 限 序列 
02,A, ,Ars ,As , As (2. 5. 18) 
操作 法 保证 wE 4.,4. NM。 关节。 注意 到 2 是 可 列 集 ,而 全 体 可 数 
序数 是 不 可 列 的 ,因此 必 存 在 可 数 序数 8, 使 得 操作 在 8 处 停止 
即 是 说 ,woE 4s,4* 是 原子 事件 。 于 是 取 有 = A 即 得 存在 性 结论 。 
下 证 惟一 性 。 设 B, 和 B, 是 含 w 的 两 个 原子 事件 。 由 于 已 门 
Bs 恬 {w}) 关 名 ,于 是 由 B 门 BCB, 入门 BC 得 出 Bi 门 B,= 
B,=B,。 证 毕 
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定理 2. 5.6 设 (2,. 光 ) 是 可 列 型 试验 。 那么 存在 样本 空间 02 
使 得 (2 ,多 ) 是 型 或 可 列 型 标准 试验 。 

证 明 引 理 2. 5. 2 保证 多 中 存在 原子 事件 。 用 Bi,B,.…， 
B,,… 表 示 所 有 的 原子 事件 。 注 意 到 诸 B,C(iE7) 非 空 ,并 且 互 不 相 
容 , 故 其 总 数 或 为 有 限 个 (不 妨 设 为 n 个 ), 或 为 可 列 个。 令 


人 = (Bi, 有 (2. 5. 19) 
类 似 于 定理 2. 5. 3 的 讨论 可 得 ,人 2 是 样本 空间 , (082 ,多 ) 是 标准 


容易 看 出 ,n 型 试验 和 可 列 型 试验 具有 非常 类 似 的 性 质 和 研 
究 方 法 。 因 此 ,人 们 把 这 两 类 试验 合 称 为 离散 型 试验 。 


2. 5.4 nn 维 波 莱 尔 ( 玉 . Borel) 试 验 


定义 2.5.7 (1) 称 (R", 和 BZ") 为 n 维 波 莱 尔 试验 ,如 果 R" 是 n 
维 欧 氏 空间 ,NB" = 二 ol.v,) ,其 中 芽 集 为 


w= {Tab Sa bt 0 12 
i~1 
(2. 5. 20) 
(2) 称 (D,:2B"(1))) 为 D 上 的 波 莱 尔 试验 ,如 果 DE :9" 和 
HD) = (BIBE HB ,BECD) (2. 5. 21) 


2.4 节 中 例 12、 例 14 和 例 15 分 别 是 一 维 、 二 维和 三 维 波 著 尔 
试验 。 用 (…) 表 示 四 种 区 间 C…] ,CG…),[…),[…]] 中 任 一 种 。 令 


A = (<b 1 
i=1 
(2. 5. 22) 


定理 2.5.7 (R”",9") 是 标准 试验 。 并 有 全 oy)。 
证 明 对 任意 的 (zi ,zo，,… ,x,)ER", 我 们 有 





@ 它们 之 间 的 差别 来 源 于 处 理 有 限 和 可 列 的 差别 。 
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{(Czi yo ))》 = 门 | TI S pe (2. 5. 23) 
m= | ?| 
应 用 (2. 5, 20) 得 出 {Cri ,zy yz )} E 5， 得 证 波 莱 尔 试验 (R"， 
级 ') 是 标准 的 。 
容易 验证 


[eww = Ullas md) .5.20) 
i=] m=1 


1~1 


1 [Lab) = Nn 1! [a -- 二 ,| (2. 5. 25) 
Hr b] 1= 门 lla 一 记忆 |] (2. 5. 26) 


各 种 混合 形式 的 柱 体 (例如 人 ， Bb) X (ayb]X[asb]X…X[a， 
b,) 等 ) 也 有 类 似 的 等 式 , 即 是 说 ,xxv 中 的 事件 都 可 以 用 .中 事 
件 的 补 . 并 、 交 , 差 表 达 。 应 用 定理 2. 4. 3 的 推论 得 出 c(-e 7 )C 
oC) 一 2。 男 一 方面 ,由 9.C3 推出 cCerwJCo(o my )。 联 
合 两 个 包含 式 即 得 3%" -=o )。 证 毕 

这 个 定理 表明 .3%9" 包含 R" 中 各 种 各 样 的 柱 体 ( 或 柱 事件 ) , 因 
而 也 包含 这 些 柱 体 用 补 、 并 、 交 、 差 产生 的 区 域 。 事 实 上 ,常见 的 区 
域 皆 属于 .多 ,要 找到 一 个 不 属于 :2' 的 区 域 是 相当 困难 的 。 但是， 
这 样 的 区 域 的 确 存在 。 

定理 2.5.8 存在 R" 的 子 集 MM 使 得 ME.%"。 

个 结论 对 理解 波 莱 尔 试验 是 非常 重要 的 。 证 明 用 到 较 专 门 

的 测度 论 知 识 55 7 ,从 略 。 


2. 5. 5 可 列 维和 任意 维 波 菜 尔 试验 


设 R 是 实数 集 , 妈 是 R 上 的 波 莱 尔 域 。 称 
及 ” 二 人 (Zi To Ti ) | 所 R,i 一 1.2.3,… 








) 
(2. 5. 27) 
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为 可 列 维 欧 氏 空间 。 显 然 , 对 任意 的 A,€ 多 (i 一 1,2,3…)， 
Ta 一 {CX Ta ) |z; € Ai,i 一 1,2,3,…} 


(2. 5. 28) 
是 R” 的 子 集 。 如 果 诸 4， 中 除 有 限 个 (譬如 说 ,4。 4 , 4。) 外 


皆 有 4 一 RCI 天 al az ,a), 则 称 ]T4 为 n 维 柱 集 , 简 记 为 


[I[4. xR (2. 5. 29) 
用 .er 表示 全 体 柱 集 组 成 的 集合 , 即 
-= 1T[4. x Rln > 1, 为 正 整数 ， 


A, € BB,1 = 1,2,.,n (2. 5. 30) 


定义 2.5.8 称 (R” ,多 ”) 为 可 列 维 波 莱 尔 试验 ,如 果 R" 是 
可 列 维 欧 氏 空间 ,3"=o(2)。 

把 可 列 维 波 莱 尔 试验 推广 到 任意 维 情形 意外 地 简单 。 用 了 7 表 
示 任 意 指标 集 , 称 

R' = {z(t),t € T| 对 任意 固定 的 :有 z(t) E R} 
(2. 5. 31) 

为 了 维 欧 氏 空间 。 它 是 定义 在 人 上 的 所 有 实 值 函数 组 成 的 集合 。 
显然 ,对 任意 的 4E (ET)， 

TT4, = (ze 了 T| 对 固定 的 zxET 有 zG)E 4 


(2. 5. 32) 
是 R” 的 子 集 。 如 果 诸 A, 中 除 有 限 个 ( 辟 如 说 ,A4, » A A ) 外 
和 名 有 A4,=RG 关 ttz，… tb,), 则 称 于 和 4， 为 维 柱 集 , 并 简 记 为 


TiA. xR (2. 5. 33) 
i=1 
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用 evr 表示 全 体 柱 集 组 成 的 集合 , 即 
-ez 了 T 一 (JI4, X Riln 之 1,ti € 了 ,4， € ,i= 1,2,.…,n} 


(2. 5. 34) 

定义 2.5.9 称 (R , 氏 ) 为 T 维 波 莱 尔 试验 ,如 果 及 是 了 
维 欧 氏 空间 , 妥 ' =z(-ezr7)。 

2.5.6 注 记 

试验 (2, 有 天) 的 标准 性 具有 重要 的 意义 。 在 天 公理 系统 中 曾 
提出 过 类 似 的 问题 :是 否 存在 与 (2,. 多 ,P)o 同 构 的 概率 空间 
(2 ,F',P') ,使 得 当 w E47 时 成 立 {w } EF'? 

对 于 离散 型 概率 空间 这 个 问题 有 肯定 的 回答 "59 。 对 于 -- 般 的 
概率 空间 , 当 把 c 同 构 的 要 求 降低 为 本 质 同 构 后 也 能 得 到 肯定 的 
回答 。 我 们 将 在 2.7 节 的 节 末 注 记 中 给 出 概率 空间 标准 化 的 另 
一 种 方法 。 


2.6 联合 随机 试验 


在 因果 空间 中 存在 无 穷 无 尽 的 随机 试验 。 这 些 试验 不 是 孤立 
的 ,它们 之 间 存 在 或 松 或 紧 的 联系 .联合 随机 试验 是 研究 这 类 联系 
的 一 种 重要 的 工具 。 


2.6.1 联合 事件 c 域 


引 理 2.6.1 设 多 1 和 .多 ; 是 两 个 事件 o 域 。 令 
Fix# Fyi= {A4NBlAC HIBEF,) (2.6.1) 
那么 成 立 
(1) FCF, x (i=1,2); 
(2) 多 ,x 多 ,是 x 系 , 即 如 果 C,DE .多 ,x 多,, 则 CNDE 
e。 6067。 








FF,; 

(3) o(F 1 x.F,)=o(F UF,). 

证 明 不 难 , 留 给 读者 。 今 后 把 ol 多, x 多,) 简 记 为 1 的 多 ,。 
引 理 表明 .之 ,多 ., 是 包含 宛 ， 和 .多 , 的 最 小 事件 o 域 。 

定义 2.6.1 称 访 ,7 为 多 ,和 多 ;的 联合 事件 o 域 . 称 
多 ,* 多 ;为 柱 事件 集 , 其 内 的 事件 4 站 8 称 为 柱 事件 , 且 称 4 和 
B 是 它 的 边 。 

联合 事件 o 域 建立 因果 空间 的 一 种 直观 形象 :因果 空间 中 的 
事件 都 存在 联系 ,第 I 组 公理 用 补 、 并 、 交 、 差 表达 “联系 ”。 因 此 ， 
多, 和 .多 ,之 间 的 联系 表现 为 多 , 中 事件 和 多。 中 事件 的 补 、 并 、 
交 、 差 。 由 于 多 ,@ 鸭 多 ,是 包含 这 些 补 事件 .并 事件 、 交 事件 和 差事 
件 的 最 小 事件 c 域 ,于 是 .天 ,@ 罗 :成 为 研究 多 和 .多 ,之 间 联 系 
的 最 方便 场所 。 


2.6.2 联合 随机 试验 


本 小 段 论 证 研究 随机 试验 (2, ,2 ) 和 (0 多 2;) 之 间 关 系 的 最 
方便 场所 是 它们 的 联合 随机 试验 。 
定理 2.6.1 设 (O,, 灾 ,) 和 (0,,. 安 ,) 是 两 个 随机 试验 。 那 么 
(fo。 ,1 的 ,) 是 随机 试验 , (0 ,到 )G=1,2) 是 它 的 子 试 
验 。 其 中 0 °° 0, 是 人 和 2， 的 交叉 划分 ,2 GO 宛 ， 是 多 | 和 2, 
的 联合 事件 o 域 。 
证 明 由 于 引 理 2. 6.1, 只 须 证 (Q21。02;,. 多 1 的 祈 ,) 是 随机 试 
验 。 不 失 一 般 性 , 设 
0 = {wv a EN}, = (oIBE J (2.6.2) 
其 中 J 和 J 是 两 个 指标 集 。 由 定义 2.3.5 知 
Qo 0 = {wo MN wa €E TBE J vw Nw A YG} 
(2. 6. 3) 
任 取 4E.Z ,BE.7,。 由 于 4 和 有 分 别 是 D 和 ,上 上 的 事 
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件 , 不 失 一 般 性 可 设 
A= {wa € TJ);B = {oF |B € Jop} (2. 6. 4) 
其 中 Ji.a 和 .Js 分别 是 J 了， 和 J, 的 子 集 。 在 因果 空间 中 两 事件 的 
交 为 
ANMNB= {vw fw la€E Tp EE Jaw wo; 
(2. 6.5) 
由 此 得 出 它 是 Q,。0, 上 的 事件 。 从 而 o( 沁 1x 多,) 是 02。0, 上 
的 事件 o 域 。 得 证 (Q,。02;,. 多 1 的.F,) 是 随机 试验 。 证 毕 
定义 2.6.2 称 (02。 0 人 02,F160 隐 ,) 为 (021, 久 1) 和 (0,,.7,) 
的 联合 随机 试验 ,简称 为 联合 试验 。 
显然 , 当 (0,,. 多 ,) 是 (021,. 1) 的 子 试验 时 ,它们 的 联合 试验 是 
(QQ1。 021,.，) ;如 果 是 同 因子 试验 , 则 联合 试验 是 (0 ,多 1)，。 
例 1 试 求 2.4 节 中 C01, 多 ,) 和 (02;.. 祈 ,) 的 联合 随机 试验 。 
解 ” 所 求 的 联合 试验 为 (Q,。0;,.1 的 . 禄 ;)。 其 中 
02.。0, 二 {正门 田 , 正 八 女 , 反 介 男 , 反 间 女 ; (2.6. 6) 
多 1 的 祈 ; 二 人 02; ，02; 的 全 体 子 集 组 成 的 集合 (2. 6.7) 
在 现实 中 投 硬币 和 生 小 孩 是 毫 无 关联 的 两 个 实验 .但 是 ,它们 
的 联合 试验 仍然 具有 现实 意义 。 例 如 ,在 日 常生 活 中 有 时 会 遇 到 这 
样 的 场面 : 某 父亲 用 投 硬币 的 方式 猜测 未 来 孩子 性 别 时 说 “我 投 一 
枚 硬币 。 如 果 出 现 正 面 , 猜 男孩 ;如 果 出 现 反 面 , 猜 女 孩 ”。 试问 :如 
何 描述 父亲 的 行为 ?自然 公理 系统 采用 的 方法 是 : 它 认为 父亲 做 的 
随机 试验 是 例 1 中 的 联合 试验 ,但 是 父亲 真正 关心 的 是 子 试 验 
0 。0:, 宛 ,其 中 天 "一 (GO 4 4 0 0:) ,事件 
4A 二 { 正 作 男 , 反 个 女 ); 
4== {正和 作 女 , 反 仆 男 } (2. 6. 8) 
分 别 表示 事件 “父亲 猜 对 了 ”和 “父亲 猜 错 了 ?”。 
例 2 验证 2.4 节 中 (2;, 多 ;) 和 (02,,.,) 的 联合 试验 是 
(01, ,9 ) 。 
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解 ” 应 用 ( 2. 4. 23) 得 出 0; x 02, 的 元 素 为 
i w=iifw= GG i=1,3,5 
人 当 i 二 2,4,6 
删除 空 集 后 得 到 Q;。0, 二 0Q2;。 显 然 也; 的 也 ,一 祈 ;。 故 所 求 的 联 
合 试验 是 (0 ,天 。)。 
例 3 试 求 2.4 节 中 (0 多 和 (0 罗 )) 的 联合 试验 。 
解 ” 所 求 的 联合 试验 为 (24。0, 丈 加 罗 ,)。 其 中 
fe ° ;== (wf Nw wf ws wf we fw (2.6.10) 
: 禄 6 的 9F; 二 0 。(21 的 全 体 子 集 组 成 的 集合 (2. 6. 11) 
注 “ 如 果 采 用 (2:., 安 .和 (05 , 宏 ) 作 为 2.4 节 中 例 6 和 例 7 
产生 的 随机 试验 。 那么 它们 的 联合 试验 为 (02;,. 多 6 的 纺 ,)。 在 这 个 
试验 中 有 


(2. 6. 9) 


w (lo = (5},%, (Nw = (1,3}), 


os 门 wh -= {6},w. (| w, = {2,4;} (2, 6. 12) 
例 4 把 2.4 节 例 1 的 实验 ,进行 两 次 ,得 到 新 实验 4 。 试 
求 2' 产 生 的 随机 试验 。 


解 第 1 次 搓 硬 币 和 第 2 次 搓 硬 币 是 不 同 的 两 个 实验 。 产 生 

的 事件 也 是 不 同 的 。 像 “出 现 正面 ?这 样 的 词 在 8' 中 是 含糊 的 ,不 

能 用 它 描述 一 个 事件 。 事实 上 , 它 至 少 存在 4 种 理解 :@ 第 1 次 投 

掷 时 出 现 正面 ,可 记 为 正 ,;@ 第 2 次 投掷 时 出 现 正面 ,可 记 为 正 :; 

@ 至 少 出 现 一 次 正面 ,可 记 为 正 ;U 正 ;; 出 现 两 次 正面 ,可 记 为 
正 ; 介 正 :。 

为 了 消除 这 类 含糊 性 ,把 2. 4 节 例 1 中 产生 的 符号 都 添加 下 

标 i(i==1,2)。 下 标 i 表示 它 是 第 i 次 投 撕 时 的 产物 。 例如 ,第 i 次 

投掷 是 实验 , 它 产生 的 随机 试验 是 (2 多 ,其 中 

021; 二 { 正 i, 肥 ;) (2. 6. 13) 

1 一 {多 《下 ;六 ,《 肥 ;) ,人 21} (2. 6. 14) 

应 用 新 符号 ,我 们 能 够 准确 地 表达 出 4 产生 的 随机 试验 , 它 是 
770， 








(021) 久 14) 和 (0Q42,. 记 14) 的 联合 试验 CQ。 人, 多 1 的 F142) ,其 中 
Qo 0 二 { 正 ; 门 正 i; 正 | 门 反 s, 反 , 门 正 :，, 反 , 门 反 ?) 
(2. 6. 15) 
多 1 的 多 1 一 QQ 。 人 2 的 全 体 子 集 组 成 的 集合 (2. 6. 16) 


2. 6.3 乘积 随机 试验 


乘积 随机 试验 是 联合 试验 的 一 种 重要 的 特殊 情形 。 它 在 概率 
论 中 已 被 广泛 使 用 。 

定义 2.6.3 如 果 0,。02, 是 真 交 叉 划分 , 则 称 联合 试验 
(CQ 0: , 寡 ,@8:) 为 乘积 随机 试验 ,简称 为 乘积 试验 。 

引 理 2.6.2 设 (Q,。 人 0, 也 1 的 : 祈 ,) 是 (人 ,多 1) 和 (人 2,.. 光 ,) 
的 乘积 试验 。 那 么 

(1) 假定 0 (或 2.) 不 是 最 粗 划 分 , 则 对 任意 的 ws EQ， 
wow 包 En 集合 wm 人 op 是 wp (或 wen) 的 真子 集 ; 

(2) 柱 事件 ANB= 名 当 且 仅 当 4 二 多 和 B= 久之 中 至 少 有 
一 个 成 立 ; 

(3) 非 空 柱 事件 4 站 BCCNMD 当 且 仅 当 4CC 且 BCD; 

(4) 非 空 柱 事件 4 B=C 门 D 当 且 仅 当 4=C 且 B=D; 

(5) FF,= {GX}; 

(6) 如 果 4E. 罗 ,BE 多 :并且 4 和 娃 皆 不 是 让 或 和 ,那么 
柱 事件 








ANBEFIANMNBE ZF, (2. 6. 17) 
证 明 不 失 一 般 性 , 设 Q; 和 0: 有 表达 式 (2. 6.2)。 那 么 引 理 

的 条 件 理 含 
QO = {wd NopPla€E TBEJ} (2.6.18) 
(1) 由 于 2 不 是 最 粗 划分 , 故 J N{a} 非 空 。 由 (2. 6. 18) 椎 出 
we 站 o 包 和 {wonow 久 1rENe}} 是 原因 空间 的 两 个 不 相交 的 非 
空子 集 。 显然 它 们 都 是 wi? 的 子 集 , 得 证 wn 门 wp 是 wp 的 真 
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子 集 。 
(2) 如 果 4 天 区 且 B 半 名 ,那么 021 中 存在 样本 点 ws E44,0， 
中 存在 样本 点 w 名 EB。 由 此 推出 ws 人 Nw 外 EANB。 由 Q.。Q, 是 
真 交 又 划 分 的 假设 得 出 柱 事 件 4 门 8 非 空 ,必要 性 得 证 。 充 分 性 
显然 。 
(3) 假定 A 站 BCCND 成立 。 如 果 4CC 和 BCD 中 至 少 有 
一 个 不 成 立 , 不 妨 设 4CC 不 成 立 。 由 4 门 B 非 空 的 假定 和 (2) 得 
出 A 关 多 。 因 此 ,0 中 存在 样本 点 wn 使 得 winE4 且 ww EC。 
同 理 ,B 关 名。 故 8: 中 存在 样本 点 wEB。 由 此 推出 
wi Nw EANBHo Nw ECND 
注意 到 ww 站 wo 多 的 非 空 性 假定 ,由 此 得 出 A4 介 BCCND 不 成 立 。 
与 假定 矛盾 ,必要 性 得 证 。 充 分 性 显然 。 
(4) 结论 由 (3) 直 接 推出 。 
(5) 容易 验证 .| 介 .7, 是 事件 o 域 。 由 定理 2. 2. 5 推出 
{名 ,XC 作 ,。 下 证 .F1 门 光一 (0, 半 )。 
假定 . 罗 , 站 . 罗 : 天 (人 杀 ,和 )。 ”那么 存在 事件 4 使 得 
AE.FIN DAFG,AAX 
由 此 推出 
AE.F | FAKrG,A¥X 
现在 ,由 A€.>, 推出 存在 wt*E 0 使 得 w*EA; 由 A4E. 多 ,推出 
存在 w??E 0 使 得 wp € 4。 故 
w "Nw EANA=G 
与 Q1。f2; 是 真 交 叉 划分 矛盾 ,结论 得 证 。 
(6) 不 失 一 般 性 , 设 A 和 号 有 表达 式 (2.6.4)。 由 于 4 和 及 篆 
不 是 名和 六 , 故 J14 和 ,zs 分 别 是 J 和 .的 非 空 真子 集 。 
en 的 样本 点 。 tt 
wf wh TB €E Sag), (wr NN wf 1B €E Js\sn 
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是 wi? 的 两 个 非 空 真子 集 。 显 然 前 者 属于 A 人 NB, 后 痢 不 属于 
4 站 65. 因此 4 不 是 2 上 的 事件 ,得 证 4mBE 丈 ,。 同 理 可 证 
ANBEZ,., 证 毕 
回忆 测度 论 中 乘积 可 测 空间 的 知识 "5 。 设 (了 ,S$) 和 (Z ,7) 是 
两 个 可 测 空间 。 称 (y,z)(CyEY,zEZ) 为 序 偶 。 全 体 序 偶 组 成 的 集 
合 记 为 了 XZ ,中 
了 >7=(3z)lyEYyzEZ2Z (2. 6. 19) 
称 YXZ 为 Y 和 2Z 的 第- 卡 儿 (R. Descartes) 乘 积 空间 。 
设 AES,BET。 称 
AxB={(y,z)|ly€ A,z € B) (2. 6. 20) 
为 可 测 矩 形 , 且 称 4 和 BB 是 它 的 边 , 用 浊 表示 全 体 可 测 和 矩形 组 成 
的 集合 , 即 
= (AxBlAESBET,; (2. 6. 21) 
称 安 为 S$ 和 全 产生 的 可 测 矩 形 集 。 用 SxXT 表 示 包 含 吃 的 最 小 
0 域 , 即 
SxT=0o() (2. 6. 22) 
称 SxT 为 S$ 和 TT 的 乘积 o 域 。 
称 二 元 组 (YXZ,SXT) 为 (Y,S) 和 和 (2, 本 ) 的 乘积 可 测 空 间 。 
定理 2.6.2 设 (02 多,) 和 (92:, 罗 :) 是 两 个 随机 试验 ， 
02,。02; 是 真 交叉 划分 。 如 果 用 (Cw,wa) 表 示 0Q;。02; 中 的 样本 点 
wo 站 w2 ,那么 乘积 试验 (2，。0: ,到 ,办 宁 四) 成 为 (2 X02,.. 祈 | X 
2)。 
证 明 用 9 表示 把 Q。9 中 样本 点 ww 改 记 为 
(wsop) 的 操作 。 即 
pw (NN wh) = (wop) (2. 6. 23) 
比较 (2. 6. 18) 和 (2. 6. 19) 得 出 ,2 是 2 。1 和 8X2: 之 间 的 1-1 
有 映射。 对 任意 的 DE. 沁 ,的 F,, 它 在 映射 下 的 象 为 
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HD) 一 (Cocop)|oo 门 op € D} (2. 6. 24) 
如 果 能 证 明 pg 是 多 1 多; 和 多 1X 祈 ;之 间 的 o 同 构 上 映射 , 则 定 
理 结 论 得 证 。 
比较 (2. 6.1) 和 (2. 6. 21) 得 出 ,jp 是 .x 多, 和 安之 间 的 1-1 
对 应 。 并 且 满 足 
(1) 对 任意 的 4; 门 BE Fx 多,(iET) 成 立 





paiN B81]= U4 x 8B) (2. 6. 25) 
‘ET El 
(2) 对 任意 的 A 门 BE .也 ,x 多 ;成 立 
HAANMNB)=AXB (2. 6. 26) 


事实 上 ,(2. 6. 25) 显 然 。 应 用 (2. 6. 25) ,我 们 有 
HANMB)=A(ANB)U ANBU ANB)] 
=(AXB)U AxB)U(AxB)=AXB 

得 证 (2. 6. 26) 。 

现在 应 用 (1) 和 (2) 容 易 推 出 ,1 * 多 , 中 事件 的 补 、 并 、 交 、 
差 在 映射 下 的 象 是 相应 的 可 测 矩 形 的 补 、. 并 、 交 、 差 。 由 此 得 出 
(2. 6. 24) 规 定 的 8 是 (多 * .到 ) 和 窜 … 之 间 的 1-1 映射 ,并 且 
满足 (1) 和 (2), 这 里 右上 标 “* * ”是 定理 2. 4. 3 中 的 操作 ,注意 到 
多 1 的 FF ,和 .1X 多 ,都 是 用 操作 “x x ”构造 的 ,应 用 超 限 归 纳 
法 即 得 8 是 多 ,9 罗 。 和 多 X 多 ;之 间 的 ec 同 构 映 射 。 证 毕 

今后 用 (2 X2:, 丈 ,X 罗 :) 表 示 (0 5 到) 和 (02:, 丈 ,) 的 乘积 
试验 。 这 种 表示 法 将 带 来 书写 上 的 方便 , 例如 ,用 它 给 出 例 4 的 解 
答 时 可 以 简单 地 说 ,实验 8' 产生 的 随机 试验 是 (0 X 01,. 这 ,xX 
' 多 1), 免 去 添加 下 标 “i” 的 麻烦 。 注 意 ,原先 的 解答 必须 添加 下 标 。 
否则 产生 出 (2 。 8 ,多 国史 ) , 按 运 算 “。” 与 “8” 的 规则 它 是 
(021, 久 1), 因 而 不 是 问题 的 解答 。 


2. 6.4 重复 随机 试验 


定义 2.6.4 称 (2DxQ, 宛 X 寡 ) 为 (2,. 安 ) 的 重复 随机 试验 。 
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简称 为 重复 试验 , 简 记 为 (0Q,.?)。 
定理 2.6.3 设 实验 2 产生 标准 试验 (0Q2,. )。 如 果 把 实验 4 
重复 进行 两 次 ,得 到 联合 实验 6"。 那 么 8 产生 的 试验 是 
(0 ,.F7), 
证 明 不 失 一 般 性 , 设 
0 = {wla€J} (2. 6. 27) 
其 中 .为 指标 集 。 现在 把 实验 2 的 所 有 产物 添加 下 标 i, 表 示 它 是 
第 i 次 进行 实验 时 的 产物 。 特 别 , (02;,. 多 ,) 是 第 i 次 实验 产生 的 试 
验 ( 二 1,2)。 因 此 ,联合 实验 2 产生 试验 (0 。f2,, 隐 1697 ,)。 
应 用 定理 2. 6. 2 ,为 完成 定理 的 证 明 ,只 须 证 O。1 是 真 交 
叉 划 分 。 显 然 
Qo 0 = {0 (| walasB E Sw fN wa FC) 
(2. 6. 28) 
由 标准 性 假定 得 出 {wi)€E 多 1, {wn} E77，。 于 是 wa 门 wps 表示 捉 
件 :第 1 次 进行 实验 2 时 出 现 基本 事件 wi, 第 2 次 出 现 基本 事件 
wp 。 这 是 一 个 可 能 出 现 的 事件 ,并 非 空 事件 。 得 证 Q,。 0, 是 真 交 
又 划分 。 证 毕 
例 5 二 维 波 莱 尔 试验 (R?,.%?) 是 一 维 波 莱 尔 试验 (R,.: 罗 ) 的 
重复 试验 。 


2.6.5 nn 维 联合 试验 


容易 把 二 维 联 合 试验 推广 到 维 的 情形 。 假 定 (0;..9,) (i 二 
1,2,…,n) 是 个 随机 试验 。 不 失 一 般 性 , 设 
0; = {we la € J (2. 6. 29) 
其 中 J 是 指标 集 。 容 易 证 明 
Qi x Qox xD = (wo NN wl N12 NN wr |e € ,, 
i= 1,2,.n} (2. 6. 30) 
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是 原因 空间 XX 的 一 个 广义 划分 。 把 其 中 的 空 集 删 除 后 记 为 0,。0， 
。 0。02,, 称 之 为 Q.(i 二 1,2,…,n) 的 交叉 划分 。 特 别 , 当 0) x 9， 
x* … 人 2, 不 含 空 集 时 称 D。0:。.… 。2, 为 真 交叉 划分 。 
任 取 A;E 多 ,Gi=1,2,…,n)。 称 事件 
AiN A MN A {of ws? NN fo ow € 4， 
i = 1,2,.,n) (2. 6. 31) 
为 n 维 柱 事 件 , 且 称 A;(1 志 1m) 是 它 的 边 。 用 . 罗 ，x Fx x 
多 ,表示 全 体 柱 事件 组 成 的 集合 , 即 
Fi FF, (4 站 4n 
“NAA €E Fi,i = 1,2,.%,n) (2. 6. 32) 
称 为 多 1, ,,… ,产生 的 柱 事件 集 。 用 . 安 , 四 多 :人 0… 办 2。 表 
示 包 含 所 有 柱 事件 的 最 小 事件 c 域 , 即 
多 | 网 FD OF, = oF FF,) 

(2. 6. 33) 
显然 ,多 , 罗 罗 :@… 罗 宛 , 是 样本 空间 21。 02;。…。0, 上 的 事件 
0o 域 ,也 是 包含 诸 ;Gi 一 1,2,…,n) 的 最 小 事件 o 域 , 称 之 为 . 宛 ,， 
多 :…，, 多 。 的 联合 事件 c 域 。 

不 难 证 明 , 二 维 情形 的 讨论 适用 于 维 情形 。 

定义 2.6.5 称 (2 .05。…“。1 有 全 宛 : 罗 … 四 2，) 为 诸 
试验 (02;,. 隐 ,) (1 一 1,2,…,n) 的 nn 维 联合 随机 试验 ,简称 为 联合 
试验 。 

两 种 重要 的 特殊 情形 是 : 
， (1) 当 人 0 。0Q。…。0, 是 真 交 又 划分 时 称 联合 试验 为 乘积 
试验 。 这 时 定理 2. 6. 2 可 以 推广 到 有 维 情形 。 因此 ,我 们 用 测度 论 
中 的 维 乘积 可 测 空 间 (02) XxX 0,X… X02,, 访 1X. 实 ,X…X. 多 ,) 表 


(2) 称 (QXQX…X0, 宛 XX…X 池 ) 为 (Q,' 之 ) 的 n 重 
2 l 和 
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试验 , 简 记 为 (人 ,多 ")。 这 时 定理 6. 2. 3 可 以 推广 到 重 情 形 。 
例 6 )， 维 波 某 尔 试验 (R", 瑟 ") 是 一 维 波 莱 尔 试验 (R, 家 ) 的 
n 重 试验 。 


2.6.6 可 列 维和 任意 维 联合 试验 


用 人 表示 指标 集 , 它 可 以 是 可 列 集 , 也 可 以 是 不 可 列 集 。 假定 
(2 多 GET) 是 -- 族 随机 试验 。 不 失 一 般 性 , 设 


2 一 (ol [a € J,} (2. 6. 34) 
其 中 J 是 指标 集 。 容 易 证 明 
*0,= { (Nor la € (2. 6. 35) 
ET :eT 


是 原 因 空间 X 的 一 个 广义 划分 。 把 其 中 的 空 集 删除 后 记 为 “20,， 
称 之 为 诸 Q.G ET) 的 交叉 划分 .特别 ,人 不 含 空 集 时 称 。0. 为 
真 交叉 划 分 。 

任 取 4E. 罗 ,GE7T)。 如 果 除 有 限 个 (譬如 说 ,4 ,A,，… ,A,) 
外 皆 有 4 一 2QG 尖 二 加 ), 则 称 事件 


Na efNa={ Ne loreEA eT} (02.6.36) 
Ii! 


ET tE 了 
为 n 维 柱 事件 , 称 4.4=1 2 ;7n) 为 它 的 边 。 并 简 记 为 
和 站 4.na (2. 6. 37) 
i=1] 


显然 它 是 样本 空间 。Q, 上 的 事件 。 令 


x , 久 ,二 (Na, N OQ 1,A, € Fist = 1,2 ,0,7) 


eT 
(2. 6. 38) 

称 之 为 诸 多 ,(tET) 产 生 的 柱 事件 集 。 令 
.7, = ol #1) (2. 6. 39) 





显然 , 它 是 ,入 上 的 事件 " 域 ,也 是 包含 诸多 ,ET) 的 最 小 事件 
ac 域 。 称 它 为 诸 多 ,GET) 的 联合 事件 c 域 。 
.同样 ,二 维 情形 的 讨论 可 以 推广 到 了 维 情形 。 

定义 2:6.6 称 ( 2， OF 为 诸 试 验 (2,, 久 1) (tz €E TT) 的 
7 维 联合 随机 试验 ,简称 为 联合 试验 。 

两 种 重要 的 特殊 情形 是 : 

(1) 当 。 2 是 真 交叉 划分 时 称 联合 试验 为 乘积 试验 .这 时 定 
理 2.6.2 可 以 推广 到 了 维 情形 .因此 ,我 们 用 测度 论 中 了 维 乘积 可 
测 空 间 { ll9., I?, 表示 7 了 维 乘积 试验 。 

于 是 ,7 维 乘积 试验 给 抽象 的 无 穷 维 可 测 空 间 提供 了 一 类 现 
实 的 背景 材料 。 

(2) 称 { 下 2, 1 分 ) 为 2, 交 ) 的 了 重 试验 , 简 记 为 
(27 ,多 7T)。 现在 ,定理 2. 6. 3 可 以 推广 到 可 列 重 试验 。 

例 7 了 维 波 莱 尔 试验 (R77,%B ) 是 一 维 波 葬 尔 试验 (R ,多 ) 的 
人 重 试验 。 

例 8 设 (2, 多 ) 是 贝 努 利 试 验 (2.4 节 )。 即 

02= {4,4)} (2. 6. 40) 

多 = {2,{A},(A}),N} (2. 6. 41) 
那么 可 列 重 贝 努 利 试验 是 (0™,. 多 ~) ,这 里 
Or 一 (人 (aa 

waw 一 4 或 4 一 1,2,3，…) (2. 6. 42) 

多 ”一 0(oz) (2. 6. 43) 


-= { [|B x Oln>1, 
:=1 
B, € 农 = 1,2,. ,7n) (2. 6. 44) 
2.6.7 注 记 


(1) 在 联合 试验 的 演算 中 ,涉及 样本 空间 的 运算 是 集合 论 中 
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的 运算 ,所 以 允许 使 用 不 可 列 并 和 不 可 列 交 。 

(2) 我 们 用 符号 (。 0,， 名 多 ,) 表示 诸 试 验 (Q.,F) (2 € 了 7) 
的 联合 试验 .新 符号 有 简明 的 含义 : 。 是 原因 空间 中 的 诸 划 分 
Q(t € 本 ) 产生 的 交叉 划分 ; 多 多 ,是 包含 诸多 ,ET) 的 最 小 事 
件 o 域 .特别 , 当 T = {1,2,…,n) 时 它 是 (0 0 。…。0 到 @ 
FiO OH) 0 是 真 交 叉 划 分 时 它 是 乘积 可 测 空间 
(下 2., 下 你) 

(3) 把 样本 空间 O, 加 细 成 Q,。0, 时 由 (2. 6.3) 或 (2. 6. 18) 


看 出 ,2 中 的 划分 块 wn? 被 分 裂 成 
w= [|] Cw NN wg) (2. 6. 45) 


BET, 
即 是 说 ,2, 中 的 每 个 划分 块 皆 用 同样 的 方式 分 裂 成 2。 中 的 
划分 块 。 
一 般 地 ,我们 可 以 把 f2 中 的 一 些 划分 块 按 一 种 方式 分 裂 成 更 
小 的 划分 块 ; 另 一 些 划分 块 按 另 一 种 方式 分 裂 成 更 小 的 划分 块 ;… 
这 样 ,可 以 得 到 比 联合 试验 更 复杂 的 试验 。 作 者 在 构造 全 部 右 连续 
Q@ 过 程 时 曾 使 用 过 这 种 更 复杂 的 产生 随机 试验 的 方法 "*"]。 


2.7 第 让 组 公理 ; 概率 公理 组 


2.7.1 直观 背景 


毫 无 疑问 ,概率 是 概率 论 中 最 核心 .最 关键 的 一 个 概念 。 为 了 
把 它 纳入 自然 公理 系统 ,我 们 在 1. 2 节 中 依据 常识 抽象 出 : 
概率 论 原 理工 :在 合理 划 定 (或 给 定 ) 的 条 件 安 下 ,涉及 安 的 
事件 4 出 现 的 可 能 性 大 小 能 够 用 [0,1] 中 惟一 的 实数 一 一 概率 
P(4| 安 ) 表 达 。 
然后 在 1. 3 节 中 对 概率 进行 了 初步 探讨 。 介 绍 了 概率 的 4 种 
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解释 ,以 及 多 种 解释 并 存 的 理论 意义 和 实用 价值 。 事 实 上 ,历史 上 
的 古典 概率 论 和 分 析 概 率 论 就 是 建立 在 4 种 解释 上 的 理论 。 

现在 指出 ,4 种 解释 隐 含 一 个 重大 的 缺点 :它们 仅仅 把 概率 视 
为 一 个 个 的 数值 ,忽略 或 没有 强调 它 是 在 “ 划 定 条 件 ” 下 的 “数值 
族 "。 因 而 既 不 能 把 “数值 族 " 作 为 整体 进行 逻辑 推理 和 数学 演算 ， 
又 不 能 讨论 “ 划 定 条 件 " 和 “数值 族 ” 的 内 在 联系 。 

为 了 更 清楚 地 表达 这 个 缺点 ,不 妨 预先 承认 概率 是 一 个 特殊 
的 函数 (参看 式 (2.7. 1))。 那 么 4 种 解释 的 缺点 是 ,它们 仅仅 给 出 
确定 某 些 函 数值 的 方法 (我 们 将 把 这 些 方法 抽象 为 第 由 组 公理 )， 
忽视 了 把 这 些 函 数值 作为 一 个 整体 ( 即 函 数 ? 的 存在 。 因 而 很 难 把 
概率 作为 “ 消 数 ”进行 逻辑 推理 和 数学 演算 ,更 难 讨论 “ 划 定 条 件 ” 
与 概率 之 间 的 内 在 联系 。 

克服 这 个 缺点 的 方法 是 ,完成 1.2 节 交 给 自然 公理 系统 的 任 
务 : 把 条 件 多, 事件 4 和 概率 P(41 氢 ) 抽 象 成 能 进行 逻辑 推理 和 
数学 演算 的 对 象 。 

自然 公理 系统 的 前 3 组 公理 勾画 出 一 幅 情景 :现实 中 的 随机 
世界 原来 是 一 个 因果 空间 。 在 这 个 空间 中 存在 各 种 各 样 的 “图 
形 ” 一 一 原因 点 ,样本 点 ,事件 ,事件 域 ,事件 o 域 和 随机 试验 ,新 奇 
的 是 ,只 有 把 “小 图 形 ” 放 在 “大 图 形 ” 中 进行 研究 才能 真正 地 理解 
这 个 “小 图 形 ”。 例 如 ,概率 论 原理 1 现在 被 充实 为 :特定 的 事件 存 
在 于 随机 试验 之 中 ,只 有 认识 该 随机 试验 (认识 的 内 容 包 括 特定 事 
件 与 试验 中 其 他 事件 之 间 的 联系 ) 才 能 理解 这 个 特定 的 事件 .由 此 
得 出 图形” 的 研究 竟然 是 从 随机 试验 开始 ,然后 在 这 个 试验 中 研 
究 具 体 的 事件 和 其 他 的 “图 形 ”。 

概率 论 原 理 1 中 划 定 的 条 件 多 在 现实 中 被 解释 为 某 个 实验 
@ 进行 的 条 件 。 依 据 2.4 节 的 讨论 ,实验 4 产生 一 个 随机 试验 
(0,. 多 )。. 于 是 ,原理 I 蕴含 中 的 每 个 事件 4 出 现 的 可 能 性 大 
小 皆 是 某 实数 值 PLA41)。 即 是 说 ,条 件 产生 一 个 定义 在 . 关 
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上 的 集 顶 数 
P(AIZ),AES (2.7. 1) 
之 所 以 称 为 集 函 数 , 是 因为 .多 中 元 素 4 是 8 的 子 集 。 

和 “图 形 ” 的 研究 一 样 ,概率 的 研究 是 从 “和 集 函 数 ”, 而 不 是 从 概 
率 值 开始 。 即 是 说 ,只 有 先 认识 了 整体 一 一 “和 集 函 数 ”( 即 使 无 法 确 
定 它 的 数值 ,也 应 当知 道 它 的 定义 域 ), 才 能 正确 地 理解 概率 值 及 
其 计算 。 论 证 这 个 观点 的 另 一 个 初 浅 事实 是 , 当 某 人 作出 判断 “ 事 
件 4 出 现 的 可 能 性 是 数值 p” 时 ,不 管 他 是 否 意识 到 ,他 同时 也 作 
出 了 判断 “4 的 对 立 事件 出 现 的 可 能 性 是 1 一 p”, 因 而 “判断 ”的 内 
容 实 际 上 是 (2. 7. 7) 规 定 的 集 函 数 。 

我 们 终于 认识 了 概率 的 真 面 貌 一 一 它 是 随机 试验 (0Q,.) 上 
的 集 函 数 ! 既然 多 中 的 事件 之 间 存 在 紧密 的 联系 ,反映 这 些 事 件 
出 现 可 能 性 大 小 的 数值 族 {P(A| 多 )14E€ 多 }) 也 必然 相互 依赖 。 这 
种 依赖 关系 被 K 公理 系统 抽象 成 3 条 公理 , 即 本 节 的 概率 公 
理 组 。 


2.7.2 概率 公理 组 


定义 2.7.1 设 (2, 多 ) 是 随机 试验 ,P(4) ,4E 多 是 定义 在 
多 上 的 实 值 函数 。 称 P(4),4E 罗 为 (0 多) 上 的 概率 测度 ,如 
果 它 满足 如 下 3 条 公理 ， 

公理 Ji( 非 负 性 公理 ) P(A4) 宇 0(A€E 多)， 

公理 R:( 规 范 性 公理 ) ”PC(0)=1; 

公理 Rs(c 可 加 性 公理 ) 假定 4A:(i€E7D) 是 多 中 有 限 或 可 列 
个 互 不 相 容 的 事件 , 则 

P| U4)= BPA) (2.7. 2) 
el TET7 

通常 ,概率 测度 被 简称 为 概率 , 简 记 为 已 (多 ) 或 P9。 





名 今后 可 以 把 任意 的 函数 Foz),zE 红 简 记 为 /( 多 )。 
se 8l。 








定义 2.7.2 称 三 元 组 (2, 多 ,P) 为 概率 空间 ,如 果 (P,. 关 ) 
是 随机 试验 ,P 是 其 上 的 概率 测度 。 
定义 2.7.3 设 (02,.F,,P,) (i 二 1,2) 是 两 个 概率 空间 。 称 
(2: 多,P:) 是 (0 8,P) 的 子 概 雍 空 间 , 如 果 它 们 满足 下 列 两 
个 条 件 ， 
(1) FC.F,; 
(2) 对 任意 的 4E .多 ,成立 PC4) 一 PC4)。 
特别 ,2 =2 时 称 为 同 因子 概率 空间 。 
在 正式 展开 对 概率 空间 的 研究 之 前 ,让 我 们 给 出 定义 2.7.2 
的 直观 意义 。 假 定 概率 空间 (Q,. 多 ,P) 已 经 给 定 , 那 么 我 们 有 结 
论 :在 给 定 (92, 多 ,P) 的 条 件 下 ,多 中 事件 4 出 现 的 可 能 性 大 小 
是 概率 值 P(4)”。 把 它 和 原理 1 对 照 后 发 现 , 概 率 空 间 (Q2,. 祈 ,PP) 
全 面 地 ,准确 地 刻画 出 原理 1 中 的 合理 划 定 ( 或 给 定 ) 的 条 件 。 
即 
划 定 的 条 件 多 号 (0,.,P) (2. 7. 3) 
二 是, 条件 多 被 抽象 成 (2, 灾 ,P), 宫 涉及 的 事件 被 抽象 成 安 .出 
现 可 能 性 大 小 PCA1) 被 抽象 成 P(A),AE. 多 ,它们 都 是 能 够 进 
行 逻 辑 推 理 和 数学 演算 的 对 象 。 因 此 , 式 (2.7. 3) 表 明定 义 2.7.2 
严格 地 定义 了 条 件 儿 , 概 率 记号 (2.7.1) 被 简化 为 P(4),AE .多 。 
在 建 模 工作 中 ,合理 划 定 的 条 件 多 是 实验 4 进行 的 条 件 。 
2. 4 节 的 讨论 表明 ,实验 4 产生 一 个 随机 试验 (2,. 久 )。 现在 ,实验 
还 产生 一 个 该 试验 上 的 概率 测度 P(A| 儿 ),AE .多 。 即 是 说 , 实 
验 如 产生 一 个 概率 空间 (2, 多 ,P)。 把 这 个 结论 表示 为 
实验 2( 在 划 定 条 件 儿 下) 坟 (0,F,P) (2.7.4) 
显然 , (2. 7. 4) 构 成 现实 随机 世界 中 的 一 对 因果 关系 , 左 方 是 起 因 ， 
右 方 是 后 果 。 
今后 ,在 演绎 概率 论 理论 体系 时 我 们 用 “给 定 概率 空间 
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(2,. 多 ,P)” 代 替 不 精确 的 短语 “在 划 定 的 条 件 安 下 进行 实验 4” 
(即使 用 式 (2.7. 3)) ;在 建 模 工作 中 , 划 定 的 条 件 多 仍然 是 人 人 认 
可 的 .不 言 而 喻 的 条 件 。 人 们 将 根据 不 言 而 险 的 条 件 建立 实验 4 
产生 的 .合理 的 .和 可 接受 的 概率 空间 (2, 多 ,已 )( 即 实现 式 
(2.7.4) ,参看 2.4 节 和 2. 11 节 )。 


2.7.3 概率 测度 的 存在 性 


第 组 公理 首先 面临 的 问题 是 :PC( 宛 ) 存 在 吗 ? 惟一 吗 ? 柯 尔 
莫 哥 洛 夫 回答 :“ 我 们 的 公理 系统 工 ~ 一 Y 是 相 容 的 ( 即 无 蔬 盾 的 )。 
这 可 以 用 下 面 的 例子 来 验证 :E 由 一 个 元 素 组 成 , 由 达 与 空 
集 名 组 成 ,这 里 令 P(E)==1,P(Z)==05。” 接 着 ,他 列举 出 一 个 
P( 多 ) 不 惟一 的 例子 ,说 明 公理 系统 是 不 完备 的 。 

菲 纳 特 提出 的 第 7 个 讨论 题 是 , “上面 提 及 的 相 容 性 证 明令 人 
满意 吗 ?2 随后 他 表达 了 不 满意 的 理由 。 我 们 把 下 面 的 引 理 作为 
这 个 讨论 题 的 答案 ， 

引 理 2.7.1 对 任意 的 随机 试验 (2, 头 ) ,必定 能 够 在 其 上 赋 
予 概 率 测度 已 ( 安 )。P 忆 (多 ) 是 惟一 的 当 且 仅 当 (2, 丈 ) 是 退化 


试验 。 
证 明 首先 假定 (2, 多 ) 是 退化 试验 。 这 时 忆 二 {多 ,0Q)。 令 
0 A=% 
P(A) = .7.5 
(4) | A-0 (2.7.5) 


显然 PC ) 是 概率 测度 ,并 且 是 惟一 的 。 

然后 假定 2, 多) 是非 退 化 的 。 这 时 存在 BE .多 使 得 B 关 名 
D9。 因此 存在 样本 点 w 和 ww 使 得 wi€ B,w€B。 对 任意 的 
AEF, 


中 这 个 例子 是 (2.7.5) 规 定 的 退化 的 概率 空间 。 
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dl E4 且 os 所 4 
| w € AHw EA 
P(A) = 

wm EAREwEA 

1 wmEA Hw,€EA 
其 中 p 宇 0,g 之 0,p 十 q 二 1, 容易 验证 P(. 宛 ) 是 概率 测度 ,PC 这) 的 
不 惟一 性 由 p,g 的 不 惟一 性 推出 。 证 毕 
例 1 设 (0, 多 ) 是 (2.6.40) 和 (2.6.41) 规 定 的 伯 努 利 试验 。 


(2.7.6) 


OO 


令 


| 


P(B) = (2.7.7) 


| 


一 心 导 品 

wm 
{| 

:D> 


其 中 p 宇 0,q 宇 0,p 十 9 二 1。 显 然 已 ( 安 ) 是 概率 测度 。 
今后 , 称 (2.7.5) 规 定 的 (CQ, 罗 ,PP) 为 退化 概率 空间 ; 称 例 1 
中 的 (2, ,P) 为 伯 努 利 概率 空间 。 


2.7.4 古典 型 概率 空间 


下 面 的 引 理 表明 概率 的 古典 定义 (1. 3 节 ) 满 足 第 W 组 公理 。 
引 理 2.7.2 设 (Q,.) 是 n 型 试验 。 对 任意 的 4E 罗 , 令 


人 
P(A) = - 全 合 样本 点 的 人 数 (2.7.8) 


那么 P( 多 ) 是 CQ, 罗 ) 上 的 概率 测 

证 明 ” 尸 ( 多 ) 显 然 满 足 公 理 W 和 NW;, 下 证 它 满足 公理 NN,, 设 
4,4:,，…，,4。 是 互 不 相 容 的 事件 。 由 于 诸 4; 中 没有 公共 的 样本 
点 ,因此 





。 。 品 4 中 含 样本 点 的 个 数 
Ve 

















_ 4 中 含 样本 点 的 个 数 ，..，，4。 中 含 样本 点 的 个 数 


= >)P(4,) (2.7. 9) 
i 


设 446 一 1.2,3,…) 是 可 列 个 互 不 相 容 的 事件 。 由 于 多 至 
多 含 2 个 元 素 , 因 此 诸 4, 中 非 空 事 件 为 有 限 个 ,不 妨 设 它们 是 
Ai;,As，… ,A,。 注 意 到 A== 如 (Gm 十 1),(2.7.8) 含 有 P(C)==0， 
故 

Pl{ Ua j= P| = PC4) = SpA,) 
得 证 PC ) 满 是 6 可 加 性 公理 。 证 毕 


推论 ” 设 (2, 灾 ) 是 二 型 标准 试验 ,已 (多 ) 是 概率 测度 ， 那 么 
《2.7.8) 成 立 当 县 仅 当 对 任意 的 wEQ 有 


PCkw)) = 二 (2.7. 10) 


其 中 (wo 是 由 单个 样本 点 wo 组 成 的 集合 。 
定义 2.7.4 称 引 理 2.7. 2 中 的 (2, 丈 ,已 ) 为 古典 型 概率 空 
间 , 且 称 PC 多) 为 古典 型 概率 测度 。 


2.7.5 几何 型 概率 空间 


下 面 的 引 理 表明 几何 概率 (1. 3 节 ) 满 足 第 NN 组 公理 。 
用 p(B) 表 示 n 维 波 莱 尔 试验 (R", BW) 上 的 勒 贝 格 
(H. 上. Lebesgue) 测度 。 众 所 周知 ,x 多) 是 长 度 ;y(%B*) 是 面积 ; 
AL( 弛 ) 是 体积 。 

引 理 2.7.3 设 (D,%?(D)) 是 DD 上 的 波 菜 尔 试验 (定义 
2.5.7) ,0 过 px(D)<< 十 >>。 对 任意 的 AE. 和 9 (D), 令 
£(A) 
ACD) 
那么 己 是 (D,: 季 (CD)) 上 的 概率 测度 


P(A)= (2.7.11) 
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证 明 PP 显然 满足 公理 WV 和 NWN,。 应 用 勒 贝 格 测度 的 o 可 加 性 
立即 推出 满足 公理 NN;。 证 毕 

定义 2.7.5 称 引 理 2.7. 3 中 的 (D,:8(D),P) 为 几何 型 概 
率 空间 , 且 称 PP 为 几何 概率 测度 。 

古典 型 和 几何 型 概率 空间 在 概率 论 的 早期 发 展 中 起 着 基本 的 
作用 。 这 里 不 准备 给 出 具体 的 例子 ,因为 在 初等 概率 论 的 书籍 中 能 
找到 大 量 的 例子 。 至 于 这 些 例子 在 建 模 时 为 什么 产生 十 典型 和 几 
何 型 概率 空间 ,我 们 将 在 第 Vi 组 公理 (2.11 节 ) 中 讨论 。 


2.7.6 概率 的 频率 解释 和 主观 解释 是 否 满足 
第 组 公理 ? 
为 了 叙述 流畅 ,我 们 首先 引进 两 条 公理 。 设 (0, 沁 ) 是 随机 试 
验 ,P(A),AE.Z 是 实 值 洋 数 。 
公理 KW:( 有 限 可 加 性 公理 ) 设 A4 和 BB 是 .9 中 不 相 容 的 事 
件 , 则 
P(A UYU B) = P(A) + P(B) (2.7.12) 
公理 WV;( 连 续 性 公理 ) 设 4E8G6E17) ,并且 4 了 4; 也 
4 门 4 = (2, 则 
limP(A,) =0 (2.7. 13) 
然后 介绍 本 节 即 将 证 明 的 两 个 结论 ; 
结论 区 定理 2.7.1(6)) 设 4;(=1,2,…,) 是 .多 中 互 不 相 
容 的 事件 ,那么 (2.7. 12) 等 价 于 
P( U4)= 2 P(A) 《2.7.14) 
结论 2( 定 理 2.7.3) 设 (Q,. 多 ) 是 随机 试验 。 又 设 P(4).4 
E .多 是 实 值 集 少数 ,并 且 满 足 公理 N,, NWN; 和 RN:。 那 么 己 ( 产 ) 满 足 


公理 W 的 必要 和 充分 条 件 是 它 满足 公理 N:。 
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由 (1.3.14) 和 (1. 3. 15) 看 出 概率 的 频率 解释 满足 公理 N,, N， 
和 (从 而 也 满足 结论 1), 且 不 排斥 公理 Ns( 或 公理 N;)。 

同样 ,概率 的 主观 解释 显然 遵守 公理 NV: 和 N;。 主 观 解 释 的 一 - 
个 信条 是 :要 求 判断 前 后 一 致 , 即 相 容 性 或 相互 无 矛盾 性 。 相 容 性 
要 求 导致 遵守 公理 N,( 从 而 遵守 结论 1) ,也 不 排斥 公理 NW;( 或 公理 
Ns) ?i, 

自然 公理 系统 认为 ,有 限 和 可 列 处 于 同样 的 地 位 .既然 频 率 解 
释 和 主观 解释 都 支持 公理 N,, 因 此 也 认为 这 两 种 解释 满足 公理 N， 
(或 公理 N;)。 

目前 的 实际 情况 是 : 菲 纳 特等 一 批 学 者 不 支持 公理 N.， 认 为 
应 当代 之 为 公理 Ncz,。。 为 了 反映 他 们 的 观点 ,我 们 给 出 

定义 2.7.6 疫 (0Q,. 汉 ) 是 随机 试验 ,P(4),4E. 安 是 定义 在 
.多 上 的 实 值 函 数 。 称 P(4),4E. 安 是 有 限 可 加 概率 ,如 果 它 满足 
公理 N,N; 和 N,。 

与 此 相 区 别 , 不 妨 称 定义 2.7. 1 中 的 P 为 o 可 加 概率 。 显然， 
o 可 加 概率 是 有 限 可 加 概率 ,反之 则 未 必 成 立 。 


2.7.7 概率 测度 的 基本 性 质 


定理 2.7.1 设 (Q,. 记 ) 是 随机 试验 ,P( 多 ) 是 有 限 可 加 概率 。 
那么 已 (多 ) 具 有 下 列 性 质 : 

(1) P(@)=0; 

(2) OCP(A)EICAE FT); 

(3) 互补 性 :PCA)- 寺 P(A)=1(AE .7 ); 

(4) 单调 性 : 当 4CB 时 有 P(4) 近 PCB); 

(5) 包含 可 减 性 : 当 4CB 时 有 P(B\A)=P(B) 一 P(A); 

(6) 有 限 可 加 性 : 设 4A1,4,,…,A,(n 之 2) 是 互 不 相 容 的 串 件 ， 
则 成 立 (2. 7. 14); 

(7) 半 可 加 性 : 设 4,4:,…,A,(n 之 2) 是 .多 中 任意 的 事件 ， 
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则 成 立 
P( UA)< DPA) (2.7.15) 


(8) - 般 加 法 公 \ 式 ; 设 Al,A;,,: “ .Lo2) 是 安 中 任意 的 事 
件 , 则 





P( UA) ss sz 十 ss 一 十 (一 1)” 1s, (2.7.16) 
:=1 


其 中 = DP =: >)P(44), = > P(AiAA,), 


i 到 i < hen 


,5 = P(A A,…A,), 

证 明 (1) 由 于 弛 = 人 BU 如 ,由 公理 N, 得 出 P(G)=P(YY) 
十 已 (好 )。 得 证 P(C) 一 0。 

(3) 由 于 4U4=92, 应 用 公理 W, 和 N, 即 得 结论 。 

(2) 应 用 (3 和 公理 W 即 得 结论 。 

(5) 设 ACB。 容 易 验证 

AU(B\A)= BBNMN DBA)= YG (2.7.17) 

由 公理 W 得 出 P(A) 一 P(B\A)= 二 =P(B)。 得 证 包含 可 减 性 结论 

(4) 应 用 (5) 和 公理 NN, 即 得 结论 。 


(6) 注意 到 4, 和 【4(n 之 2) 是 不 相 容 的 事件 ,应 用 公理 


隆 nl1 
P| | = P| Ua + P(A,) 


对 右 方 第 -- 项 继续 进 这 样 的 操作 ， 共 进 行 ”一 1 次 操作 后 即 得 
(2.7.14) 。 
(7) 先 证 n=2 的 情形 。 显 然 有 
AUA,= AU CANAAD), AN (CANAA)= GY 
(2. 7. 18) 
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应 用 公理 NN, 和 概率 的 单调 性 得 
PA! U A;,) 一 P(AL) 十 P(A\AA,) PCA) 十 P(A.) 
(2.7.19) 
现在 假定 (2.7. 15) 在 2 和 > 时 成 立 ,我 们 有 
r 十 1 r 7 十 1 
P(A)EP( A)+P A) < YPCA) 
i= 1 一 上 1 二 1 
由 归纳 法 推出 (2. 7. 15) 对 任意 的 正 整数 成立。 
(8) 对 (2.7.19) 中 的 等 式 部 分 应 用 概率 的 包含 可 减 性 得 
P(AUA,)-=P(A)+P(A,) ~—P(A A,) (2. 7. 20) 
得 证 (2.7.16) 在 n=2 时 成 立 。 假 定 (2.7. 16) 在 ” 魏 r 时 成 立 . 因 此 
Pf U4)= = PDP) - PUAAD + 十 
CC 1yP(A, A A,) 


PIU (4.4.41) |= PPA — > P(444D) 十 和 … 十 


i< <. 


(-- ])P(44 4.4，) 
另 一 方面 ,由 (2.7. 20) 推 出 


P( U4J=Pl U4J+PG4 一 PLUGC44 | 
把 前 面 的 两 式 代 入 其 中 ,经 过 简单 的 整理 即 得 ”= 十 1 时 的 
(2.7.16)。 证 毕 

定理 2.7. 2( 连 续 性 定理 ) 设 (0,.98 ) 是 随机 试验 ,P(X) 是 
5 可 加 概率 测度 。 那 么 PL 多 ) 具 有 下 列 两 个 性 质 : 

(1) 下 连续 性 ， 设 4EZEn4C4C…CA4C 


P(A) = limP (A,) (2.7,21) 


(2) 上 连续 性 ; 设 AE ZE71,4D 站 4 也 …D 卫 4 了 了:… 
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令 4 一 门 4, 则 
P(A) = limP (A,) (2.7. 22) 
证 明 (DD) 今 入 = .Bi 一 4M 1 一 1,2,3,…)。 容易 验证 
诸 B,GET) 互 不 相 容 ,并 且 
4-Ua4=Ua& (2.7. 23) 
应 用 公理 NN, 和 概率 的 包含 可 减 性 得 
P(A)= VpeB,) 一 SPA,) — P(A;_1)] 
一 limP (A;) 
(2) 令 B= A103...). 由 引 理 2. 2. 3 得 出 B,,B,,B;， 
… 是 满足 (1) 中 条 件 的 序列 ,并 且 有 = LB.( 德 .摩根 律 ), 应 用 
(2. 7. 21) 得 和 


P(A) = limP (A,) (2.7. 24) 
注意 到 P(A4)==1 一 P(A4).P(Ai)==1 一 P(A4,), 代 入 其 中 即 得 
(2.7.22)。 证 毕 


定理 2.7.3 设 (2, 和 ) 是 随机 试验 。 那么 P(. 宛 ) 是 o 可 加 概 
率 测度 的 充分 必要 条 件 是 PC(F) 是 有 限 可 加 概率 , 且 满 足 公理 
RNs。 
证 明 必要 性 由 o 可 加 概率 的 上 连续 性 推出 .下 证 充分 性 . 设 
4GE 站 是 公理 N 中 的 事件 , 令 
A= U4, 已, = Ua.. C,= (JA, (2.7.25) 


i=1 1 二] 


显然 B, 和 C, 互 不 相 容 ,日 4 二 BUC,。 由 于 PC 多 ) 是 有 限 可 加 概 
率 , 故 可 应 用 公理 入 , 和 (2. 7. 14) 得 到 
P(A)= P(B,) + POC,) 


一 n+ 1 
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= PA) + POC,) (2.7. 26) 


令 n 一 中 得 P(A4A) = SPeAD + limPe, ) .为 完成 证 明 ,只 须 证 
limP (CO, ) =:0。 

应 用 4,(i€ED) 的 不 相 容 性 得 出 人 了 CD 了 了 …D 了 CD 了 …。 由 (一 
A\B,= AB, 推出 ， 二 UB,, 故 


ne =Uc. =AU [Us =AUA=0 


即 N C, = 名 ,因此 Lf Cs 是 满足 公 理 N; 中 条 件 的 种 
件 序 列 。 应 用 这 个 公 理 得 证 limP(C， ) 一 0 证 毕 


2.7.8 概率 测度 的 扩张 


能 够 像 (2. 7.8) 和 和 (2.7.11) 那 样 “ 整 体 ” 定 义 的 概率 测度 是 很 
少 的。 通常 的 情形 是 : 设 .7 二 a(x ) ,我们 能 够 在 芽 事 件 集 .” 上 
赋予 概率 值 

P(4),4E .oz (2. 7. 27) 
试问 wv 和 P(r ) 应 当 满 足 什 么 样 的 条 件 才 能 在 -x 上 惟一 地 确 
定 一 个 概率 测度 天 (. 产 ) ,使 得 已 Cz) 在 .ex 上 的 值 是 (2.7.27)? 简 
言 之 ,在 什么 样 的 条 件 干 能 够 把 P(x) 扩张 成 PC)? 

实际 上 ,扩张 问题 是 测度 论 的 基本 问题 之 一 ,为 了 叙述 这 个 问 
题 , 需 要 引进 

定义 2.7.7 设 . 丈 是 因果 空间 (X.4%) 中 的 事件 域 ,P(A)， 
AE 缀 是 定义 在 渴 上 的 实 值 函 数 。 称 PCA),AE 凡 为 史上 的 概 
率 测度 ,如 果 它 满足 公理 N ,公理 NN, 和 条 件 :假定 A;(i E77 是: 交 


中 有 限 或 可 列 个 互 不 相 容 的 事件 . 且 [jj 4,€ 沈 , 则 
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P( (4)= > P(4,) (2.7.28) 
TET i€T 


定理 2. 7. 4( 概 率 测度 扩张 定理 ) 设 (Q,. ) 是 随机 试验 , 绝 
是 0Q 上 的 事件 域 , 且 多 一 5( 灾 )。 如 果 己 (家 ) 是 灾 上 的 概率 测度 ， 
那么 存在 多 上 的 概率 测度 已 (多 ) ,满足 

P(A) = P(4), 当 4E 殉 (2.7. 29) 
并 且 B() 是 惟一 的 。 

这 个 定理 是 测度 论 中 测度 扩张 定理 的 特殊 情形 ,证 明 见 文献 
[16]。 通 常 ,把 已 (多 ) 仍 记 为 己 ( 多 ), 并 称 PC 多) 是 P( 缀 ) 的 
扩张 。 

定理 27.5 设 (02,@8BGP) 是 概率 空间 ,其 中 
(4, 的 多 1) 是 (0Q,, 多 ,)(zET) 的 联合 随机 试验 。 那么 概率 测度 
P( 的 多,) 由 它 的 部 分 数值 

P(A),AE i (2.7. 30) 
惟一 地 确定 ,这 里 x .多 ,是 (2. 6. 38) 规定 的 柱 事件 集 。 

证 明 令 
家 = { 山 Blm 之 1,B1,B,,…,B。 是 互 不 相 容 的 柱 事件 ) 


(2.7.31) 
先 证 家 关于 补 封闭 。 设 6B= 4 门 A no, 是 一 个 二 维 柱 事件 ,我 
们 有 
B=(A, NA NOU A NA NANU A nz na 
(2. 7. 32) 
显然 右 方 是 三 个 不 相 容 的 柱 事件 , 故 互 E 多。 类 似 地 可 证 对 任意 的 
n 维 柱 事件 中 成 立 BE 安 。 
又 设 刀 = B. 是 纪 中 任意 元 素 , 即 Bi ,B:，…,B。 是 互 不 相 


容 的 柱 事件 。 由 德 .摩根 律 得 
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B= 门 E (2.7. 33) 


由 已 证 的 结论 得 出 互 是 不 相 容 事件 的 有 限 并 。 对 上 式 右 方 应 用 并 
和 交 的 分 配 律 (定理 2. 2. 3) 得 出 ,B 是 一 些 不 相交 事件 的 有 限 并 ， 
其 中 的 每 一 个 加 项 皆 是 有 限 个 柱 事件 的 交 , 从 而 它 是 柱 事件 ( 引 理 
2. 6.1(2)), 故 瑟 E 农 。 得 证 胸 关于 补 封闭 .类 似 地 可 证 家 关于 差 
封闭 。 1 

显然 ,家 关于 不 相 容 事件 的 有 限 并 封闭 。 应 用 2. 2 节 末 注 记 
(2) 即 得 胞 关于 有 限 并 封闭 。 得 证 经 是 事件 域 。 显 然 ,o( 缀 ) 一 
@7. 

最 后 ,由 (2.7. 14) 得 出 数值 族 (2. 7. 30) 惟 一 地 确定 P( 统 ) 。 再 
应 用 定理 2.7.4 得 出 它 惟一 地 确定 概率 测度 P(OF 。 ”证 毕 

注意 , x 多, 中 不 同形 式 的 表达 式 可 以 代表 同一 个 事件 。 因 
此 ,如 果 (2.7. 30) 的 数值 不 是 预先 给 定 , 而 是 进行 赋值 ,那么 为 了 
保证 已 ( ,多 的 单 值 性 必须 掌握 x 多， 的 结构 。 引 理 2. 6. 2 的 重 
要 性 在 于 显示 乘积 随机 试验 的 x .多 ,有 简单 的 清楚 的 结构 。 这 时 
只 有 不 可 能 事件 才 存 在 不 同形 式 的 表达 式 ,因而 下 面 的 (2. 7. 34) 
规定 的 P( * 多 ,) 显然 是 单 值 函数 。 
2.7.9 独立 乘积 概率 空间 

定理 2.7.6 设 ( 有 ,六 ,,P,)(z ET) 是 一 族 概率 空间 .又 设 
(0Q,, 多 ,) (ET) 的 联合 试验 是 乘积 试验 | 了 2.， 上 .多 ,) .对 形 如 
(2. 6. 37) 的 柱 事件 赋予 概率 值 

P( [a,x Jeo)= [P(A.) (2.7. 34) 

那么 P(x 多,) 可 以 惟一 地 扩张 成 概率 测度 P{ [] 多 ,) 。 
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证 明 见 文献 [16]|。 
定义 2.7.8 称 上 述 定理 中 的 P( 开交) 为 概率 族 


?YOG ES 7) 的 独立 乘积 概率 测度 , 简 记 为 由 且 称 
(le, 11 >, 11 为 (QF,,P)(t € T) 的 独立 乘积 概率 


空间 . 

特别 , 当 (0,,.z,,P,) 不 依赖 于 上 时 称 它 为 (2 多 ,P) 的 独立 
重复 概率 空间 , 记 为 (2 ,. 产 7,P7)。 

容易 看 出 , 在 乘积 概率 空间 | 下 2, 卫 元, 下 局) 中 
(02 , 丈 ,, 六 ) 是 它 的 子 概率 空间 ， (le. 六 ,,P,) 是 它 的 同 因子 概 
率 空间 。 

为 了 和 2.7.1 段 呼应 ,让 我 们 指出 此 处 概率 的 演算 和 2. 7.7 
段 中 概率 的 演算 有 本 质 的 差别 。 后 者 是 在 固定 一 个 概率 测度 的 前 
提 下 讨论 概率 值 之 间 的 计算 ,而 定理 2. 7. 6 是 一 族 概率 测度 产生 
出 新 概率 测度 的 演算 。 

例 2 设 (Q,.,P) 是 例 1 和 间 。 称 (0*， 

“,P”) 为 可 列 重 伯 努 利 概率 空间 ,其 中 C0” , 灾 ”) 由 (2.6.42) 
~ (2. 6. 44) 规 定 ,P" 是 独立 乘积 概率 测度 。 二 6. 42) 中 的 


w def (oo sa ye), 定义 
baA(W) = QQ ,0, 中 包含 事件 A 的 个 数 (2.7.35) 
显然 ,对 固定 的 ”集合 


| 
1 


是 (2. 6. 44) 中 柱 事件 的 有 限 并 。 由 此 推出 
几 baw) ef .V4(W) 
[lim 六 = 户 ) def (olim =p| 








n 








va Cw) 
n 


p| < (2.7. 36) 


(2,7.37) 
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是 . 安 ” 中 的 事件 。 我 们 有 
定理 2.7,.7( 伯 努 利 大 数 定 理 ) 在 可 列 重 伯 努 利 概率 空间 
(0 ,~,P” ) 中 ,对 任意 的 e( 这 0) 成立 
limP | 
定理 2 7. 8( 波 莱 尔 大 数 定理 ) 在 可 列 重 伯 努 利 概率 空间 
(0™ ,2”) 中 成 立 
P|lim 
为 了 节省 篇 幅 , 略 去 证 明 。 适 合 此 处 需要 的 初等 证 明 见 文献 
[21j。 这 两 个 定理 为 概率 的 频率 解释 (1. 3 节 ) 提 供 科学 的 依据 。 
2.7.10 注 记 


(1) 设 (2, 安 , 忆 ) 是 概率 空间 。 由 于 零 袜 率 集 的 子 集 不 -: 定 是 
事件 ;即使 是 事件 ,也 不 -- 定 属于 多 。 这 个 事实 给 研究 工作 带 来 不 
必要 的 麻烦 ,消除 这 个 麻烦 的 方法 是 ,认为 零 概率 集 的 任何 子 集 皆 
是 事件 , 且 属 于 .区 ,其 概率 为 零 。 表 达 方 式 为 

多 =(44AN14E 多 ,N 为 零 概率 集 的 子 集 } (2. 7. 40) 

P(AAN)= P(A) (2.7.41) 
其 中 A 是 2.2 节 末 注 记 3) 引 进 的 对 称 差 。 习 惯 上 ,把 PC( 疡 ) 仍 记 
为 PC 多 )。 容 易 验 证 (0,. 记 ,P) 是 概率 空间 , 且 (Q,. 祈 ,P) 是 它 的 
同 因子 概率 空间 。 

称 (Q,.,P) 为 (0,.F,P) 的 增补 概率 空间 。 称 PC ) 为 
P(. 多 ) 的 增补 ,或 增补 概率 测度 。 

(2) 设 (2, 多 ,P) 是 概率 空间 ,那么 多 中 至 多 存在 可 列 个 不 
相 容 的 原子 事件 B,(iE 7 了 n) 使 得 P(B,) 盖 0。 事实 上 ,概率 大 于 二 的 


原子 事件 至 多 ”一 1 个 , 故 概 率 大 于 零 的 原子 事件 至 多 可 列 个 。 
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Va (WwW) 
n 





< = = 1 (2. 7. 38) 





Va CW) 


= 外 = 1 (2. 7. 39) 








用 Bi(i ET) 表示 概率 大 于 零 的 全 体 原子 事件 , 令 
= {Boli€E I,wEn (|)B.) (2.7. 42) 


容易 证 明 Q2' 是 2 的 加 粗 ,(2' ,多 ,PP) 是 概率 空间 。 显 然 增 补 概率 
空间 (2 ,也 ,P) 中 的 (2 ,天 ) 是 标准 随机 试验 。 于 是 ,增补 方法 完 
成 了 2.5 节 末 注 记 中 提 及 的 标准 化 任务 , 且 成 为 流行 的 方法 。 

(3) 在 采用 有 限 可 加 概率 和 o 可 加 概率 的 争论 中 ,作者 赞成 
菲 什 伯 因 CP.C. Fishburn) 的 观点 :“ 只 用 有 限 可 加 概率 就 能 得 到 
结论 是 令 人 向 往 的 。 但 是 ,由 于 拒绝 公理 N; 或 Ns( 即 本 节 的 公理 
RN 或 Ws) 得 不 到 结论 ,或 者 引起 不 必要 的 复杂 性 ,那么 我 们 就 毫 
不 犹 移 地 引用 公理 N; 或 is。 

(4) 自然 公理 系统 对 上 面 的 争论 采取 兼 收 并 蓄 的 态度 。 认 为 
有 限 可 加 和 ce 可 加 概率 空间 都 是 因果 空间 中 的 “图 形 ”, 且 鼓励 引 
进 更 多 的 “图 形 ”。 重 要 的 是 发 现 “ 图 形 ” 中 和 蕴含 的 统计 思想 和 统计 
规律 ,以 及 “图 形 ” 之 间 的 联系 。 


2.8 随机 试验 上 的 点 函数 


在 概率 空间 (2, 罗 ,P) 中 多 是 我 们 关心 的 全 部 事件 组 成 的 
集合 ,P( 多 ) 是 这 些 事件 出 现 可 能 性 的 度量 。 因 此 (多 ,已 ) 是 概率 
空间 的 主体 。 第 下 组 公理 说 ,@ 是 认识 . 的 重要 工具 。 本 节 论 证 
0 也 是 认识 已 (多 ) 的 重要 工具 。 

随机 试验 (2, 多 ) 上 存在 两 类 函数 。 一 类 是 定义 在 多 上 的 活 
数 , 称 为 集 函 数 。 概率 测度 是 一 类 特殊 的 集 函 数 。 另 一 类 是 定义 在 
0 上 的 函数 , 称 为 点 函数 。 一 般 说 来 ,点 函数 比 集 函 数 简单 。 

本 节 的 任务 是 介绍 几 类 众所周知 的 点 函数 。 应 用 它们 能 够 确 
定 典型 随机 试验 上 的 所 有 概率 测度 ,从 而 得 到 几 类 典型 的 概率 空 
间 。 它 们 在 概率 论 的 理论 体系 中 起 着 核心 作用 。 

as 96，。 








2.8.1 离散 型 概率 空间 


定义 2.8.1 称 概率 空间 (2Q,. 实 ,已 ) 是 离散 型 的 (或 二 型 的 ， 
或 可 列 型 的 ) ,如 果 随 机 试验 2, 多 ) 是 离散 型 的 (或 型 的 .或 可 
列 型 的 ) 。 

定义 2.8.2 设 (2,. 多 ) 是 离散 型 试验 ,/(w),oE2 是 实 值 函 
数 。 称 /(w),wEQ 为 (0,.) 上 的 分 布 律 ,或 概率 分 布 律 ,如 果 它 
是 非 负 的 , 目 2 f(%) 一 1 


离散 型 试验 的 样本 点 可 以 一 一 列举 。 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 


有 = wi i) CO {w|i € I) (2. 8. 1) 
它 可 以 是 元 集 , 也 可 以 是 可 列 集 。 这 时 分 布 律 f(w),w€EQ 也 可 
采用 函数 的 表格 法 表示 为 
:Fw) wy) Fo) (= 
(2. 8. 2) 


因此 ,又 称 /(w) 为 分 布 列 ,或 概率 分 布 列 。 
定理 2.8.1 设 (0,.) 是 离散 型 试验 。 那 么 分 布 律 /(w) 用 
公式 


P(A)= Dflw) (4A€ ZF) (2. 8. 3) 


wE A 
确定 一 个 概率 测度 PCF)。 反之 , 设 P( 多 ) 是 概率 测度 ,那么 存在 
分 布 律 /(w) 使 得 (2. 8. 3) 成 立 ,这 个 1(w) 是 惟一 的 当 且 仅 当 
(2, 多 ) 中 不 存在 原子 事件 B 使 得 P(B) 汪 0, 且 B 至 少 包含 两 个 
样本 点 。 

证 明 设 f(w) 是 分 布 律 ,PC ) 用 (2. 8.3) 规 定 。 显 然 P() 
满足 公理 NN; 和 VW,。 假 定 41,A;,…, Ai,… 是 .多 中 有 限 或 可 列 个 
互 不 相 容 的 事件 ,不 妨 设 

is {w|i ET) (k= 1,.2,3,.) 
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其 中 工 是 了 的 子 集 ( 见 (2. 8.1))。 显然 诸 1,(% 之 1) 互 不 相交 。 令 
1 二 二 ,应 用 收敛 正 项 级 数 ( 因为 >) /(w) 过 1) 的 交换 律 和 结 
之 1 i€EL, 


合 律 , 由 (2. 8. 3) 得 出 
P(U4J= Do) = DY))= DPA,) 
二 之 ] ET, 志 守 1] EI, [2 


故 PC ) 满 足 公理 NN,, 得 证 定理 的 前 半 部 分 。 
下 证 “友之 ”部 分 。 由 定理 2.5.3 和 定理 2. 5. 6 知 ,存在 有 限 或 
可 列 个 互 不 相 容 的 原子 事件 Bi(4=1,2,3,…) 使 得 
n= |]B, (2. 8. 4) 


显然 存在 非 负 的 实 值 函数 /(w) 满 足 
P(B) = 》) /wo) (一 1,2,3,，…) (2. 8.5) 


A 


由 于 
Df = DED]= DP(B) = 1 
wEN k= 1 “EB, 天 之 ] 
故 /wo) 是 分 布 律 。 对 任意 的 4E 多 ,由 (2.8.4) 得 
A=()(4B,) (2. 8. 6) 


由 于 右 方 诸 事件 互 不 相 容 ,由 PC ) 的 o 可 加 性 得 
P(4) = >)P(C4B4) 


£21 


注意 到 4B， 或 为 空 E 集 ,或 为 Bi, 应 用 (2. 8. 4) 得 
P(A) = 2 Zo) 


得 证 (2. 8. 3) 成 立 。 剩 下 证 惟一 性 的 结论 。 

如 果 存 在 原子 事件 B 使 得 PC(B) 汪 0, 且 B 至 少 包 含 两 个 样本 
点 ,显然 满足 (2. 8. 5) 的 /(w) 有 无 穷 多 个 ,得 证 Fw) 的 不 惟一 性 。 
如 果 这 样 的 B 不 存在 ,满足 (2. 8. 5) 的 f(w) 存 在 且 惟 一 , 它 是 


f:| 泊 (2.8.7) 
LPG Po) 1 Polw,)) 


sa。 98。 








其 中 约定 , 当 (w)E 多 时 认为 P((w)7) 一 0。 证 毕 
推论 。 当 C0, 久 ) 是 标准 试验 时 ,PC ) 和 分 布 律 (2. 8.7) 相 
互 惟一 确定 。 
定义 2.8.3 称 (2.8.5) 规 定 的 点 函数 /(w) 为 概率 测度 
P( 多 ) 的 分 布 律 。 


2. 8.2 柯 尔 莫 哥 洛 夫 概率 空间 


定义 2.8.4 称 概率 空间 (R ,. 多 ,已 ) 为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 的 .如 果 
(CR ,多 ) 是 一 维 波 莱 尔 试验 。 

定义 2.8.5 称 定义 在 实数 集 R 上 的 非 负 实 值 函数 (x)， 
XER 为 分 布 函数 ,如 果 F(zx) 具 有 下 列 3 个 性 质 ; 

(1) 单调 不 减 性 :FCr) 和 F(z2), 当 x 过 zy; 

(2) 右 连 续 性 : lim F(x) 二 F(a)( 对 任意 的 a€R); 


(3) 规范 性 : 


下 (一 cc) def lim F(x)=0 
了 (2. 8. 8) 
FOF oc) Ef lim F(zr)=1 
I* 十 > 


定理 2. 8.2 设 (R,. 允 ) 是 一 维 波 莱 尔 试验 。 那 么 分 布 函数 
F(x) 用 公式 
P(l(a,b]) = FC(L) — Fla) (0a 人 Tb i) 
(2. 8. 9) 
惟一 地 确定 一 个 概率 测度 P( 罗 )。 反 之 , 设 已 ( 驹 ) 是 概率 测度 , 那 
么 存在 惟一 的 分 布 函数 玉 (z) 使 得 (2. 8. 9) 成 立 。 
证 明 ”上 先 证 定理 的 前 半 部 分 。 令 
-一 (ao 一 co 委 a<0<< 十 co) (2. 8. 10) 





@ 简称 为 柯 氏 概率 空间 。(2)、(3).(4) 段 中 的 概率 空间 在 概率 论 中 已 被 广泛 使 
用 ,生起 着 核心 的 作用 。 把 它们 命名 为 柯 氏 的 则 是 作者 的 杜撰 。 


sO00. 





本 二 (Ue ,6 |m 之 1,(a161],…,(an,bm] 互 不 相交 ) 


(2. 8.11) 
那么 多 =c(-er)=c( 纪 )。 容 易 验证 多 是 事件 域 。 
设 F(x) 是 给 定 的 分 布 函 数 ,。 那么 用 (2.8.9) 可 以 定义 


P(x)。 对 多 中 任意 的 事件 U (ai06] , 令 


PiU ,64:]) = DFG) ~ Fa)] (2. 8. 12) 


可 以 验证 PCcZ) 是 单 值 集 治 数 ， 并 且 是 纺 上 的 概率 测度 ' 
在 ,应 用 定理 2.7. 4 即 得 前 半 部 分 的 结论 。 

再 证 “反之 ”部 分 , 设 P(: 罗 ) 是 给 定 的 概率 测度 ,对 任意 的 实数 
,定义 

F(x) = P((— ,7]) (2. 8. 13) 

由 于 (a,6j 二 (一 00,6j 八 (一 oo,aj], 应 用 概率 的 包含 可 减 性 推出 
(2. 8.9) 成 立 。 

由 (2. 8. 9) 和 概率 的 非 负 性 得 出 F(z) 是 非 负 的 .单调 不 减 的 


函数 ,注意 到 (一 ce， 可 =- 门 一 =， 工 十 6 ,这 里 6 非 负 ,ey 0。 
应 用 概率 测度 的 上 连 续 性 (定理 2. 7. 2) 得 
FD=P( (wrt)= limP((— mr + 6) 


= limF(z 十 sn) 


得 证 F(z) 满足 右 连 续 性 条 件 。 类 似 地 可 证 F(z) 满足 规范 性 条 件 
(2. 8. 8) 。 于 是 证 明了 F(z) 是 分 布 函数 和 “反之 ”的 存在 性 部 分 .由 
于 (2. 8.9) 含 有 (2. 8.13), 因 此 F(x) 是 惟一 的 。 证 毕 
应 用 勒 贝 格 一 斯 带 尔 吉 斯 (T. Stieltjes ) 积 分 的 知识 容易 得 出 
推论 波 莱 尔 试验 (R, 多 ) 上 的 概率 测度 已 ( 史 ) 和 分 布 函数 
F(z) 之 间 用 公式 (2. 8. 13) 和 
» 100. 








P(A) =| dF(x) (AE 5 殉 ) (2. 8. 14) 
A 


相互 惟一 确定 。 这 里 的 积分 是 勒 贝 格 一 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 。 
定义 2.8.6 称 (2. 8,13) 规 定 的 点 函数 F(z) 为 概率 测度 
P( 多 ) 的 分 布 消 数 。 


2. 8.3 ” 柯 尔 莫 哥 洛 夫 概率 空间 :n 维 情形 


定义 2.8.7 称 概率 空间 (R”,.%",P) 为 n 维 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
的 ,如 果 (R",. 和 好") 是 半 维 波 莱 尔 试验 。 

定义 2.8.8 称 定义 在 2” 维 欧 氏 空间 R" 上 的 非 负 实 值 函 数 
F(xisT2r To)， 《212 "0 Tn ) € R” 为 n 元 分 布 函 数 ， 如 果 
FPCziyzz yzo) 有 具有 下 列 4 个 性 质 : 

(1) 对 于 每 个 自 变量 mmG=1,2,…) 单 调 不 减 ; 

(2) 对 于 每 个 自 变量 x;(i 二 1,2,…,n) 右 连续 ; 

(3) 对 于 任意 的 i(1 志 i&n), 当 xi 一 一 co 时 有 


F(X ,Tass T,) —>»0 (2. 8.15) 
当 XI 十 00 ,Xo 玉 十 00 ,Xs 了 > 十 oo 时 有 
Fa 一 > 1] (2, 8.16) 
(4) 对 于 任意 的 一 之 a; 过 6 过 十 coG==1,2,…,n) 有 
Fo— OF+ ODF- DY Ft (— 1), 0 
1 IE jsin 1&iC Then 
(2. 8.17) 


其 中 二 F(61,6,,… ,6b,), 对 于 任意 的 1 过 j 过 … 过 mn 有 
rr 一 Cry 一 1 77 
天 mw 一 下 (riyczy yn ) 四 
ZX, = bs Lj mM 
(2. 8. 18) 
定理 2.8.3 设 (R",9") 是 nn 维 波 莱 尔 试验 ,那么 元 分 布 函 
数 请 (zi ,Xs，… ,XT,) 用 公式 
。]101。 








P(T G6])= Fo DE SF Fi, 
i=1 i=] 1 


(2. 8. 19) 
惟一 地 确定 一 个 概率 测度 P(B") 。 反 之 , 设 P(r") 是 概率 测度 , 那 
么 存在 惟一 的 元 分 布 函 数 F(z,x;,… ,Xx,) 使 得 (2. 8.19) 成 立 。 
推论 二 维 波 莱 尔 试验 CR" ,5") 上 的 概率 测度 PC ) 和 元 
分 布 函数 F(zir，…z) 之 间 用 公式 


Cr zz 一 已 人 [| (一 < 下]j (2. 8, 20) 
i=1 


PC4) = | ddrrds, P ries,) (4 E :BF) 


(2. 8. 21) 
相互 惟一 确定 。 这 里 的 积分 是 维 勒 贝 格 一 斯 蒂 尔 吉 斯 积分 。 
定理 2. 8. 2 和 2. 8. 3 是 勒 贝 格 一 斯 蒂 尔 吉 斯 测度 的 经 典 定 
理 。n 维 情形 的 证 明 与 一 维 情形 类 似 "*i, 从 略 。 
定义 2.8.9 称 (2. 8.20) 规 定 的 点 水 数 F(z ,zz，… ,x,) 为 概 
率 测度 PC(B") 的 元 分 布 消 数 。 


2. 8.4 柯 尔 莫 哥 洛 夫 概 率 空间 : 无 限 维 情形 


用 了 表示 任意 的 无 限 指标 集 。 | 
定义 2.8. 10 称 概 率 空间 (R”,.Z7,P) 为 T 维 柯 尔 莫 哥 洛 夫 
的 ,如 果 (R” ,有 ) 是 了 维 波 莱 尔 试验 。 
定义 2.8.11 对 固定 的 二 ,CET) ,引进 2 元 分 布 珊 数 
F(Tista yr ro )。 称 
F= (Fl risto ras ti Ta) a 1 ,tit ,ts ET) 
(2. 8. 22) 
为 (R ,多 ') 上 的 有 穷 维 分 布 函 数 族 ， 
定义 2.8.12 设 F 是 (R', 名 ) 上 的 有 穷 维 分 布 函数 族 。 称 下 
*102。 








为 相 容 的 ,如 果 太 满足 下 列 两 个 条 件 : 
(1) 设 (o oy,… ,a,) 是 (1,2,…,n) 的 任意 的 一 种 排列 , 则 
Fs Ta sto To to To) = Fristo tes ;tro ) 
(2. 8. 23) 
(2) 如 果 mx 二 n, 则 
(ytT stn Ln) 


= lim FTst 2 72 st Tn ) (2. 3. 24) 


-1 十 


定理 2. 8. 4 没 CR7， .7?) 是 7 维 波 芋 尔 试验 。 那么 (R” ,和 ) 
上 让 容 的 有 究 维 分 布 函 数 族 用 公式 
P( [abl x [[Rj= F,— > 十 2) F,— 


1 -< 


.十 一 1 (2. 8. 25) 
惟一 地 确定 一 个 概率 测度 P(g ), 其 中 左 方 的 事件 是 (2. 6. 37) 规 
定 的 柱 事件 , 右 方 是 (2. 8. 17) 规 定 的 数值 ,但 要 用 已 Gyziytayzz; 
co) 代替 天 (ri,zas… xz) 且 用 吼 ,分 别 代 蔡 属 , 沪 (1s; 
< ) 。 
反之 , 设 PC. 有 7) 是 概率 测度 。 对 任意 的 实数 zzz，….z 和 
任意 的 tz，… ,tT , 邻 


FltisT st Ts ti Ta) = Pl {1c— coy2z] Xx [IR) 
i=1 


(2. 8. 26) 
下 一 (Ti 
(2. 8. 27) 
那么 尺 是 相 容 的 有 穷 维 分 布 函数 族 , 并 且 使 得 (2. 8. 25) 成 立 。 
这 是 著名 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 存在 定理 ";。 它 是 随机 过 程 理论 的 
基础 。 
定义 2.8.13 称 (2. 8.27) 规 定 的 下 为 概率 测度 P( 和 BZ ) 的 有 
穷 维 分 布 函 数 族 。 
。103 。 








2.8.5 注 记 


测度 论 中 众所周知 的 一 个 结论 是 ,如 果 元 分 布 函 数 不 是 离 
散 型 的 ,那么 用 它 确定 的 概率 测度 已 (和 5") 不 能 扩张 到 (CR", 妥 ，) 
《2.4 节 例 11) 上 。 这 是 概率 论 很 少 使 用 随机 试验 (了 ",.2，) 的 
原因 。 


2.9 第 V 组 公理 : 条 件 概率 公理 组 


在 随机 试验 (Q,.) 上 可 以 赋予 许 多 的 概率 测度 ,研究 这 些 概 
率 测度 之 间 的 关系 是 概率 论 的 一 项 重要 任务 。 第 V 组 公理 探讨 条 
件 吃 与 概率 测度 PC) 之 间 的 内 在 联系 ,抽象 出 条 件 概率 和 独立 

随机 试验 C0, 多 1) 和 (09, 多 ,) 是 联合 试验 (Q,。0,,.F ,1 
多 2) 的 子 试 验 。 因 此 ,条 件 概率 和 独立 性 也 是 研究 概率 空间 之 间 内 
在 联系 的 重要 工具 。 


2.9.1 直观 背景 


在 本 节 中 假定 (2 ,之 ,已 ) 是 用 2.7 节 中 与 建 模 有 关 的 式 子 
实验 (在 划 定 条 件 儿 下 ) 一 二 (0, 多 ,P) 
产生 的 概率 空间 ,让 我 们 考察 条 件 多 变化 时 产生 的 概率 空间 是 如 
何 变 化 的 。 
(1) 假定 BE 多,P(B)>>0。 如 果 把 “事件 B 已 经 出 现 ” 添 加 到 
条 件 安 上 ,得 到 的 新 条 件 用 多" 表示。 
根据 常识 ,在 条 件 名 下 可 把 芽 事 件 选 为 B 的 所 有 子 事件 , 即 
Fp= {AIAE FACB) (2. 9. 1) 
因此 条 件 儿 ' 产生 随机 试验 (0Q,o(.s)) ,容易 看 出 瑟 是 oj) 中 
的 原子 事件 。 代 替 (2.7.4) 我 们 有 
*。，104。 








实验 甩 ( 在 划 定 条 件 有 下) 一 一 (2,c( 多 6 ,P) (2.9.2) 

其 中 P' 是 待 探讨 的 概率 测度 。 显 然 条 件 专列 含 
P*(B)=1,P'(B)=0 (2. 9. 3) 
首先 讨论 事件 族 . 疡 ,经 验 告诉 我 们 , 当 条 件 儿 加强 为 声 " 时 
族 中 事件 出 现 的 可 能 性 都 将 增 大 , 即 P* (4) 宇 P(A)(AE .8)。 
增 大 的 幅度 是 多 少 ? 合理 的 假定 是 它们 按 比例 地 增 大 。 即 成 立 


P(A) PC4) 
P(A) P(A) 





(A,A! € Fg, P(A) > 0,P(A,) > 0) 


(2. 9. 4) 
特别 , 取 4,==B 时 成 为 
P(A) 


六 Cd = BeBy (AE .HH,) (2.9.5) 


然后 讨论 事件 族 o( 这 sg)。 对 任意 的 4Ec( 产 小 , 今 D=4n 
8, 则 DE. 久 gs。 由 B 的 原子 性 推出 4=D 和 A=DUB 中 有 且 只 有 
一 个 成 立 。 不 论 何 种 情况 , 令 P" (4)=P (CD) 是 合理 的 。 于 是 
(2. 9. 5) 被 扩张 成 


pA) -PC4B) 


P(B) 
并 且 实 现 了 (2. 9.2) 反 映 的 因果 关系 。 
(2) 采用 类 似 于 第 2.7 节 末 注 记 1 的 增补 方法 。 在 
(Q,0o(Fg),P' ) 中 已 知 P(B)=0, 今 
Hap= {AJAE .AACB) (2. 9.7) 
P(A)=0 (AE€ .3p) (2. 9. 8) 
显然 . 玉 =o(. 祥 8U. 礼 8) ,并且 对 任意 的 AE. 有 
A= (AB)U (4B) 


(AE€ ol.F 8)) (2. 9. 6) 


因此 ,规定 


P(A)= P(AB)+ PP’ (AB) (4B) 


PB) 








(AE.”) 


(2. 9, 9) 
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是 合理 的 。 于 是 我 们 又 把 P' (ol(. 宛 。)) 扩 张 成 P' (9 )。 容易 验证 
(0Q2,o( 久 Fp),P' ) 是 (0Q..7,P' ) 的 同 因 子 概率 空间 。(2. 9.2) 可 以 
代 之 为 


实验 学 (在 划 定 条 件 5 下) 一 (0 盖 ，P) (2. 9. 10) 


(3) 把 PC4),46E.32 改 记 为 P(41B) ,4E 罗 :把 已 (7) 
改 记 为 忆 (. 有 | 有 6)。 比 较 (2.7.4) 和 (2.9.10) 后 自然 称 己 ( 安 | 刀 ) 为 
在 事件 B 出现 的 条 件 下 的 概率 测度 (注意 ,条 件 名 仍然 保持 ) , 简 
称 为 关于 B 的 条 件 概 率 ( 或 条 件 概率 测度 )。 称 数值 PC4128 ) 为 事 
件 4 关于 B 的 条 件 概 率 值 。 在 新 记号 下 (2. 9. 9) 成 为 众所周知 的 
等 式 
P(AB) 


P(AIB) = PB) (4E . 产 ) (2.9. 11) 


(4) 概率 的 4 种 解释 都 满足 (2. 9. 11): 
Q 在 概率 的 古典 定义 中 由 (2. 7. 8) 得 出 


P(AIB) = 人 (2. 9. 12) 


它 表 明 , 当 条 件 多 加 强 成 多 时 B 起 着 必然 事件 Q 的 作用 ,古典 
定义 的 赋 概 方法 继续 保持 。 
@ 在 几何 概率 中 由 (2.7.11) 得 出 














PANB) = £448) (2. 9. 13) 
4(B) 
它 表明 , 当 条 件 多 加 强 成 儿 * 时 B 起 着 必然 事件 DD 的 作用 ,几何 
概率 的 赋 概 方法 继续 保持 。 
@ 在 概率 的 频率 解释 中 由 (1. 3.15) 得 出 
PAIB) = dim, A (2. 9. 14) 


这 里 使 用 vy.(8) 一 oo 是 合理 的 ,因为 P(B) =lim* 0 它 表 


明 , 从 理想 的 无 限 序 列 中 删除 事件 不 出 现 的 实验 ， 剩 下 的 实验 
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仍然 组 成 一 个 理想 的 无 限 序列 。 这 时 B 起 着 必然 事件 的 作用 , 频 
率 解释 的 赋 概 方法 继续 有 效 。 

@ 在 概率 的 主观 解释 中 条 件 概 率 像 概率 一 样 被 直接 定义 ， 
(2. 9. 11) 是 相 容 性 要 求 的 后 果 己 2 。 
2.9.2 条 件 概率 公理 组 


引 理 2.9.1 设 (2, 灾 ,P) 是 概率 空间 。 今 


WR" ={BIBEF,P(B)>O0)L (2. 9,15) 
那么 二 元 集 函 数 
P(AIB) def 元 入 .4 ERBE .到 (2. 9. 16) 
具有 下 列 3 个 性 质 ， 
(1) 0 委 P(41B)<< 1; (2. 9.17) 
(2) P(Q1B)=1; (2. 9. 18) 


(3) 对 任意 的 BE. 罗 "和 中 有 限 或 可 列 个 互 不 相 容 的 事 
件 A;(iED) 成 立 


P( (4.1B)= 2) P(A.IB) (2. 9. 19) 

FE 了 i€T 
证 明 《1) 和 (2) 显 然 。(3) 由 概率 PCF) 遵守 公理 N; 得 出 。 
证 毕 


推论 ”对 固定 的 BE . 灾 ' ,一 元 集 函 数 已 ( 罗 18) 是 (CQ 和) 上 
的 概率 测度 。 二 元 集 函 数 已 ( 多 | 多 ' ) 是 (2,) 上 的 概率 测度 族 
{ 己 ( 多 | 及 )| 有 E.8 ' )e, 

众所周知 ,定义 函数 的 两 个 要 素 是 对 应 律 和 定义 域 . 即 使 对 应 
律 相 同 ,不 同 的 定义 域 也 表示 不 同 的 函数 .为 了 强调 定义 域 的 重要 


@ 今后 ,事件 " 域 的 右上 标 “ * ”总 是 起 这 种 作用 。 
图 P(F18) 是 P(A1B).4E€ 多 的 简写 ;P( 1 ') 是 P(A1B),AE.Y ,BE 
多 ' 的 简写 。 参 看 定义 2.7. 1 下 的 脚注 。 
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性 ,我 们 使 用 定义 2. 7. 1 下 的 脚注 , 且 在 上 面 的 推论 中 使 用 记号 
P(Z1B) 和 PC 多 |. 宛 ')。 为 了 书写 方便 ,今后 把 PC 多 | “) 简 记 
为 已 (多 | 多 )。 即 是 说 ,, 罗 是 否 有 右上 标 ” * ”, 请 读者 自己 判断 。 
设 y= /xz),zrzE 纪 是 任意 函数 。 用 它 获 得 新 国 数 y= 了 (x)， 
XE 多 门 外 的 演算 称 为 /( 儿 ) 在 才 上 的 限制 , 记 为 /ED 2。 
即 
fID NDI) = I) PE, (2. 9. 20) 
特别 , 当 纪 C 玫 时 成 为 六 2 一 大 2) 下 儿 
假定 . 安 , 和 多, 是 .多 的 两 个 子 事件 c 域 。 应 用 限制 演算 ,用 
己 ( 多 | 多 ) 可 以 得 到 如 下 3 类 集 函 数 : 
PEF 人), 即 PC41B) AE FBE TF; (2.0.21 
P(4|8), 即 PCO4IB),BE 天; (2.9. 22) 
POF NB),B P(AIB), AE.Y., (2. 9. 23) 


第 V 组 公理 用 这 3 类 集 函 数 揭示 条 件 与 概率 之 间 的 内 在 联 
系 。 在 这 组 公理 中 (0,. 多 ,PP) 是 用 (2.7.4) 产 生 的 概率 空间 。 
公理 Vi( 事 件 条 件 公理 ) 设 BE.F“。 把 “事件 B 已 经 出 现 ” 
添加 到 条 件 多 上 得 到 新 条 件 多 " ,那么 条 件 必 在 子 试验 (人 2,. 多 ，,) 
上 赋予 概率 测度 P( 多 ,1B)。 
公理 V:( 子 试验 条 件 公理 ) 把 "了 试验 (O 人 2 进行? 添加 到 
条 件 安 上 得 到 新 条 件 各"" 。 那 么 条 件 地 ' 在 子 试验 (0Q,. 多 1) 上 
赋予 概率 测度 族 已 (多 || 多,)。 
定义 2.9.1 给 定 概率 空间 (0Q,. 纺 ,P) ,假定 多 ) 和 .这 ; 是 . 隐 
的 子 事件 o 域 ,AE .多 ,BE .多 * ,那么 
(1) 称 已 (多 .多 ,) 为 子 试 验 (2, 多 关于 (2 多) 的 条 件 概 
率 测 度 族 ,简称 为 罗 , 关于 多 ,的 条 件 概率 。 
(2) 称 P(A1 多 ,) 为 事件 4 关于 子 试验 (2 ,多 2:) 的 条 件 概率 
值 族 ,简称 为 4 关于 .多 ,的 条 件 概率 。 
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(3) 称 PCF，1B) 为 子 试验 (0,. 允 1) 关 于 事件 B 的 条 件 概 率 
测度 ,简称 为 元， 关于 五 的 条 件 概率 。 

(4) 称 PCA1B) 为 事件 4 关于 B 的 条 件 概率 值 ,简称 为 8 关 
于 4 的 条 件 概率 。 

现今 概率 论 尚未 引进 前 两 类 条 件 概率 ,第 3 类 虽然 偶尔 使 
用 ,但 也 没有 正式 定义 。 由 于 笼统 地 使 用 一 个 个 的 条 件 概 率 值 
P(A1B), 使 得 条 件 概 率 成 为 一 个 直观 性 含糊 的 概念 。 

概率 论 的 深入 发 展 必 然 经 常 涉及 前 两 类 条 件 概 率 。 于 是 ,现代 
概率 论 借助 随机 变量 的 概念 ,应 用 测度 论 的 一 个 抽象 定理 引进 两 
类 点 唔 数 ,并 用 它们 代 雹 前 两 类 条 件 概 率 。 由 于 这 两 类 点 消 数 在 很 
一 般 的 条 件 下 惟一 地 确定 这 两 类 条 件 概率 ,因此 “代替 ”取得 了 巨 
大 的 成 功 。 可 是 ,由 于 不 适当 地 把 这 两 类 点 函数 也 称 为 条 件 概率 ， 
使 得 条 件 概 率 成 为 难 理解 的 概念 。 

点 函数 形式 的 “条 件 概率 ?已 成 为 现代 概率 论 中 最 基本 的 概念 
之 一 ,也 是 进行 概率 计算 的 最 重要 的 工具 之 一 ,本 组 公理 为 它们 提 
供 了 直观 的 ,形象 的 概率 论 解 释 ( 见 2. 10 节 )。 


2.9.3 两 个 子 试验 的 相互 独立 性 


可 能 是 独立 性 的 直观 背景 和 重要 作用 ,人 们 赞誉 “独立 性 是 一 
个 使 概率 论 区 别 于 测度 论 的 特有 概念 ”"。 可 是 ,独立 性 的 原 有 定 
义 却 是 生硬 的 ,人 为 造作 的 ,与 它 的 直观 性 和 形象 性 不 相称 。 第 V 
组 公理 的 引入 有 望 改变 这 种 不 合理 的 现象 。 

条 件 概率 忆 (F, | 多,) 和 PP( 这 ,1.1) 有 反映 子 概率 空间 
(0, 多 ,PP(F 1)) 和 (0,. 记 ,,P(. 多 ,)) 之 间 的 联系 。 最 简单 的 联系 
是 “无 联系 ”, 即 多 , 中 事件 的 出 现 与 子 试验 (0, 多 1) 是 否 进行 无 
关 ; 同 样 ,多 ,中 事件 的 出 现 与 (0,.,) 是 否 进行 无 关 。 应 用 公理 
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Vz 无 联系 ?可 以 用 数学 式 
Pl(F |F,)=P(Z)P(F, NF 1)=P(F,) (2.9.24) 


表达 ,于 是 产生 独立 性 概念 。 

定义 2.9.2 称 子 试验 CQ, 多 ,) 和 (2 ,多 :) 关 于 概率 测度 
P(. 多 ) 相 互 独立 ,简称 为 . 亡 , 和 .多 ,相互 独立 ,如 果 成 立 P( 多 | 
多 ,) 一 P( 久 1), 即 

P(AIB)= P(A) (4E HIBE FI) (2.9.25) 

定义 2.9.3 称 事件 4 和 B 关 于 概率 测度 PC 多 ) 相 互 独 江 ， 
简称 为 4 和 BB 独立, 如果 存在 相互 独立 的 子 试 验 (0,. 多 1) 和 
(2, 多 3:) 使 得 4E. 安 ,BE. 丈 ,。 

由 两 个 定义 直接 推出 

引 理 2.9.2 (1) 退化 子 试验 (2,,. 罗 。) 与 任何 子 试验 皆 相 互 
独立 。 

(2) 名 和 Q 与 任何 事件 丝 相 互 独立 。 

(3) 如 果 4 和 B 独立 ,那么 三 对 事件 有 4 和 B,A4 和 B,A4 和 B 
也 独立 。 

定理 2.9. 1 设 (9 7 , 己 ) 是 概率 空间 ,多 , 和 .多 ,是 .也 的 
两 个 子 事件 o 域 。 那 么 多 | 和 多 ，。 相 互 独立 的 必要 和 充分 条 件 是 


P(AB)=P(A)P(B) (AE FI,BEF,) (2. 9. 26) 


证 明 ”必要 性 ; 当 P(B)==0 时 (2. 9. 26) 显 然 成 立 。 下 设 
P(B)>0。 由 (2. 9. 16) 得 出 P(AB) 一 P(A|1B)P(B)。 应 用 
(2. 9. 25) 即 得 (2. 9. 26)。 





充分 性 : 当 BE 多 ; 时 (2.9.26) 含 有 (A) 二 学 第 >。 应 用 
(2. 9. 16) 即 得 (2. 9. 25)。 证 毕 

推论 1 P( 多 ,| 多 ,) = 已 (多 )) 当 且 仅 当 已 ( 罗 ，| 罗 ，) = 
P(F,), 
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推论 2(0-1 律 ) 设 .7, 和 多， 相互 独立 ,那么 


安 | 门 罗 C(4IPG4) 一 0 或 二 (2. 9. 27) 
推论 3(0-1 律 ) 如果 多, 和 自己 相互 独立 ,那么 
CC {AIP(4)== 0 或 1}) (2. 9. 28) 


推论 4 独立 乘积 概率 空间 (0 X02,,.F,X. 多 ;,PiXP;) 中 子 
试验 (2 xD: , 丈 ;) 和 (2 X2: ,多 ,) 相 互 独立 。 

推论 5 给 定 概率 空 多 ,了 ), 假 定子 事件 c 域 ,和 
多 。 相互 独立 ， 那么 . 字 , 和 .多 ,在 子 概率 空间 (0,. 多 ,的 . 宛 ;, 六 ) 中 
也 相互 独立 。 

于 是 ,只 要 (@ ,多 了) 包含 两 个 独立 的 事件 ， 那么 它 包 含 两 个 
7 7 1) 和 (2,.,)), 从 而 包含 子 概率 空间 

0Q,F OF,,P), 

定理 2.9.2 设 (0,.,P) 是 概率 空间 ,. 祈 与 , 风 ; 是 相互 独 
立 的 子 事件 o 域 。 那 么 子 概率 空间 (0Q,.1 的 宛 ,,P) 具 有 性 质 ; 假 
定 AE.971,BE. 祈 ,, 则 

(1)》 (2. 9. 26) 成 立 。 由 此 推出 概率 测度 PC 多, 的 乡 ,) 由 

家 ) 和 己 (- 丈 ，) 惟 -- 确 定 ; 

(2) PC4NB)=0 当 且 仅 当 PC4)==0,P(B)==0 中 至 少 有 一 
个 成 立 ; 

(3) 多 门 多 ,CICIP(C)=0 或 1); 

(4) 如 果 P(A) 和 PC(B) 丝 不 等 于 0 或 1, 那 么 

ANBEFI,ANBE ZF, 

证 明 (1) (2. 9.26) 由 定理 2. 9. 1 得 出 。 注意 到 多 ,Q.2， 的 
芽 事 件 集 多 , * 多 ,是 由 (2. 6.1) 规 定 ,因此 P( 多 1) 和 PC 纪 ,) 惟 
一 地 确定 .多 ,x 宏 。 中 事件 的 概率 。 应 用 定理 2. 7. 5 得 出 已 (. 安 ,) 
和 PC 多 ,) 惟 一 地 确定 P( 宛 ,6 多,)。 

(2) 是 (2. 9.26) 的 直接 后 果 。(3) 是 0-1 律 .下 证 (4)。 若 不 能 ， 
设 4 站 BE. 安 ,。 应 用 (2. 9. 26) 得 出 
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P(ANMNB)= P(ANBINSB),= PAN BPB) 
与 P(B) 关 0 或 1 矛盾 ,得 证 A4 门 BE 多 ,。 同 理 A 门 BE 了 F,。 
证 毕 
把 这 个 定理 与 引 理 2. 6. 2、 定 理 2.7.6(x==2 的 情形 ) 比 较 得 
出 ,(Q,. 多 1 的 多,,P) 有 点 像 独立 乘积 概率 空间 的 推广 ,那里 的 精 
确 等 式 与 包含 式 现在 推广 成 不 计 零 概率 集 意 义 下 的 “等 式 ” 与 “ 包 
含 式 ”。 因 此 ,直观 上 可 以 认为 (Q,.F ,的 .了 F,,P) 本 质 上 类 似 于 独立 
乘积 概率 空间 。 
定理 2.9.3 设 (0,.2,P) 是 概率 空间 ,A4,BE.F。 那 么 事件 
A 和 8B 独立 当 和 且 仅 当 
P(AB) = P(A)P(B) (2. 9. 29) 
证 明 必要 性 由 定理 2. 9. 1 推出 。 下 证 充分 性 。 设 A 和 B 满 
足 (2.9.29)。 应 用 概率 的 包含 可 减 性 得 
P(AB)= P(B) — P(AB) = [1 — P(A)]PCB) 
= P(A)P(B) (2. 9. 30) 
由 4 与 B 的 对 称 性 得 P(AB)= 二 P(A)P(B), 把 (2.9.30) 中 8 换 
为 得 P(A4B)=P(A)P(B)。 现在 令 
= {2,4,4A,0};F, = {GZ,B,B,N} (2.9.31) 
由 定理 2. 9. 1 推出 .多 ,和 .多 ,相互 独立 。 得 证 4 和 B 独立 。 
证 毕 
2.9.4 nn 个 子 试验 的 相互 独立 性 


用 (372,… ,1,) 表 示 (1 ,2，…,n) 的 任意 一 种 排列 。 
定义 2.9.4 给 定 概率 空间 (0, 多 ,P), 设 (0, 久 ,) (i=1.2， 
…,n) 是 它 的 个子 试验 。 如 果 对 任意 的 &(1<k 志 一 1), 子 试验 
(0,F, BF, OOF,) 和 NZ, BF, ,BOF, ) 相 互 
独立 ， 则 称 ， 个 子 试验 (0,F1),(0,F,),… (9 多 。 ) 相 互 独立 ， 
简称 为 ”个 子 事件 c 域 多, 多 ,,…,. 多 ,相互 独立 。 
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e 定义 2.9.5 设 4:0=1,2,…,2) 是 (0, 丈 , 忆 ) 中 的 ， 个 事 

件 ,如 果 存 在 个 相互 独立 的 子 事件 o 域 多， 多 。，,…， 安 ,使 得 

AiE FG=1,2,…,n), 则 称 z 个 事件 4A1,4,,…,A, 相互 独立 。 
引 理 2.9.3 设 事 件 41,4,,…,A4, 相互 独立 。 那 么 对 任意 的 


& ,事件 A A ,44 ，… 4 也 相互 独立 。 
证 明 ” 它 是 定义 2.9.5 的 直接 推论 。 证 毕 
引 理 2.9.4 设 (Q,.7,P) 是 概率 空间 ,BE. ,用 2s 表示 与 


B 相互 独立 的 事件 集合 , 即 
Ys = (AIAE FP(AB) = P(A)P(B)} (2.9. 32) 
那么 2 是 4 系 , 即 它 具有 下 列 4 个 性 质 : 
(1) GZ ,NE Ds; 
(2) Al, A.€E Zig,H 4 门 4 一 好 , 则 Ai1U A,€E Da; 
(3) Al, A:€ Zp,H AIDA;, 则 Ai\As€E Dp; 


(0) AE Dai E DEAACACRCAC.,N (A 
€ ao 
证 明 (1) 显然 。 
(2) 由 (41B) 站 (4.B8)= 名 和 41,As€ Fs 得 出 
P([L4, U A,] NN B) 
= P(AB) + P(A,.B) 
= [P(A) + P(As)JPB) 
= P(A, U 4)P(CB) 
故 A1U A,E SPs。 
(3) 注意 到 418 必 4A;B, 由 概率 的 包含 可 减 性 得 出 
P([A\A,] NN B) 
= P(AB) — P(A,B) 
= [P(A) — P(A,)]JP(B) 
= P(A\A,)P(B) 
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故 4N42E2Ps。 
(4) 诸 4N4 (i = 1,2,3,…,4o = 好 ) 互 不 相交 , 并 且 


U4 =Uaw, )。 应 用 概 率 的 a 可 加 性 和 已 证 的 (3) 得 


P([UA4 NB)= Spitana, NB) 


Ej (A\A;, WP(B) 


-7( U4 ;] PCB) 


故 【] 4. € 22s。 证 毕 
定理 2.9.4 设 (0,.Z 人 3 间 , (0Q,.F,) (=1,2,..， 
n) 是 个 子 试验 。 那 么 (0 ,也 1) (0 了,),…, (02,,. 忆 ,) 相 互 独立 
的 充分 必要 条 件 是 对 任意 的 41E 一 1,2.n) 威 立 
P(44p4) = P(AVP(As):…P(A,) (2.9.33) 
证 明 必要 性 :假定 A;€ FG=1,2,…,n), 则 AsAs…A,E 
FF OOF,. 由 于 .到 1 和 OF OF, 相互 独 记 ， 
由 定理 2. 9. 1 得 出 
PP(44p4,) = 忆 C4)P(C4 4 A,) 
类 似 地 可 证 P(4:4:…4.) 王 PCO4:)P(4;…4,)。 重 复 这 样 的 操作 
?一 1 次 即 得 (2.9. 33) 。 
充分 性 :假定 (2. 9. 33) 成 立 。 往 证 对 任意 的 &, 多 ,了 FG)… 
的 多 ,和 .多 ,的 , ,的 … 的 ,相互 独立 。 由 定理 2.9.1 知 ,只 
须 证 对 任意 的 
EE ZF, OF, OF, 
Fe @F,@. s> | (2. 9. 34) 
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成 立 P(EF)=PCOE)P(E). 


选 定 x 7 0" 多 ,中 柱 和 事件 C=A, A,,*A,,。 由 引 理 
2. 9.4 得 出 ,事件 集合 


T= 1AIAE FPAC) = PC4)PCC)) 
是 1 系 。 另 一 方面 .(2. 9. 33) 斑 全 人 7 光芒 


DI FH BF,, OOF (2. 9, 35) 


现在 ,对 (2. 9. 34) 中 的 五 引进 
Yi= (AIAE HPAF) = P(A)POE)) 
由 引 理 2.9.4 知 GZF 是 人 系 。 由 (2.9.35) 得 出 CE2r。 注 意 到 ( 
可 以 任意 地 选取 ,故乡 "了 有 。* 光 。x< < 多 由 于 包含 式 右 方 
是 x 系 ,再 次 应 用 4 系 方法 得 出 
YO FH 的 .2 0 … 0 2 多。 

由 此 推出 对 (2. 9. 34) 中 的 瓦 和 下 成 立 己 (EF) 一 已 (下 )P(CF)。 充 分 
性 得 证 。 证 毕 

推论 1 假定 子 事件 c 域 宛 ,,.,,…,. 久 ,相互 独立 ,那么 其 
中 任意 所 (mm <) 个 子 事件 c 域 也 相互 独立 。 


推论 2 ”独立 乘积 概率 空间 | ]] 2.,] 宛 ,了 [ 己 ] 中 个 子 


试验 | IIo, 关 | G = 1,2,…,n) 相互 独立 。 


推论 3 给 定 概率 空间 (Q, 多 ,P), 假 定 多 ,, 安 ,…, 7 是 
相互 独立 的 子 事 件 o 域 。 那 么 也 ,.F,,…,. 久 ,在 子 概率 空间 
(0, 久 1 的 了 FO… 的 记 ,,P) 中 也 相互 独立 ,并且 PP( 多 1@F ,的 … 
的 多,) 由 个 概率 测度 已 ( 罗 ,)G 一 1,2, 2) 惟一 地 确定 。 

与 两 个 子 试验 独立 的 情况 类 似 , 推 论 2 和 3 反映 x 个 独立 的 
子 试 验 是 用 何 种 方式 存在 于 0, ,P) 中 ,粗略 地 说 ,如 果 (0,. 多 ， 
PP) 含有 个 相互 独立 的 事件 ,那么 它 包 含 4 个 相互 独立 的 子 试 
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验 , 从 而 包含 一 个 与 4 维 独立 乘积 概率 空间 本 质 上 类 似 的 子 概率 
空间 (0,F OF,0.…00F.,,P).。 

定理 2.9.5 设 (0, 多 ,P) 是 概率 空间 ,4E. 多 (一 1,2,…， 
n)。 那 么 个 事件 41,4,,…,4, 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 对 任 
意 的 ACTL<&A<z) 成 立 

已 (4.4.…4,) 一 P(4.)P(4,)…P(4) (2.9.36) 

注 〈2. 9. 36) 共 包含 2 一 2 一 1 个 等 式 。 它 们 是 

P(A. A,,) = P(A, )P(A,) ( 共 Ci 个 ) 

P(A, A.A,,) = P(A, )P(A,)P(A,) ( 共 CG 个 ) 


P(A A h,) = P(A )P(A,).…P(A,) ( 共 C: 个 ) 


(2. 9. 37) 
如 果 其 中 的 第 一 组 等 式 成 立 ,那么 4, A,,…, 4, 中 任意 的 两 个 事 
件 独 立 , 众所周知 ,两 两 独立 不 能 推出 41,4;,… ,A 相互 独立 。 因 
为 在 一 般 情形 下 用 (2. 9. 37) 的 第 一 组 等 式 不 能 推出 (2. 9. 37) 的 其 
他 等 式 。 

证 明 必要 性 :假定 4,,4,,…, A, 相互 独立 。 那 么 存在 相互 
独立 的 子 试验 (2, 罗 (0 多 :) 和 (02 多。) 使 得 A,E 多,(i=1， 
2，… 和 2)。 于 是 ,对 4. 444. 一 0 二 1 委 j 魏 2 应 用 定理 
2. 9.4 即 得 (2. 9. 36) 。 

充分 性 :假定 (2. 9. 36) 成 立 。 首先 用 它 推出 2" 个 等 式 

P(4.4. 4.) = P(A, P(A,)…P(A, ) ( 共 C: 个 ) 


P(4 pv4 A A) = P(A YP CA PA,, 


A DPC4。) 
( 共 CC 个 ) 


P(A, A ) 二 P(A.)P(A)…P(A,)  ( 共 C: 个 ) 
(2. 9. 38) 











事实 上 , (2. 9. 38) 的 第 一 组 等 式 是 (2. 9. 37) 的 最 后 一 组 等 式 。 记 
8 二 4,4,,…4, ,, 应 用 (2. 9. 37) 得 

P(BA,) = P(A,)**P(A, P(A,) = P(B)P(A,) 
由 (2. 9. 30) 得 出 

P(BA,) = P(B)P(A,) = P(A,)*…P(A, P(A,) 
得 证 (2. 9. 38) 的 第 二 组 等 式 。 用 同样 的 方法 可 证 第 三 组 等 式 。 依 
此 类 推 得 出 (2. 9. 38)。 

现在 令 

罗 , 一 (他 440) GG=1,2,,n) (2.9.39) 

(2. 9. 38) 保 证 (2 ,多 ,2, 罗 (92., 多 。) 是 个 相互 独立 的 
子 试验 。 故 41,A:,… ,4, 相互 独立 。 证 毕 

推论 ”假定 =” 个 事件 4 ,4:,…，,4. 相互 独立 ,那么 其 中 任意 
的 m 个 事件 也 相互 独立 (2 志 m 志 nn 一 1)。 


2.9.5 任意 个 子 试验 的 相互 独立 性 


用 了 表示 无 限 指标 集 。 

定义 2.9.6 给 定 概 率 空间 (0,. 隐 ,P), 设 (0,. 祈 ,) 是 子 随机 
试验 CCET)。 如 果子 随机 试验 族 {((2, 多 ,)HET) 中 任意 有 限 个 子 
试验 丝 相 互 独立 , 则 称 子 试验 族 {(0,.F,) [|:ET} 相 互 独立 ,简称 
为 子 事件 o 域 族 {.Z,|i€ET} } 相 互 独立 。 

定义 2.9.7 给 定 概率 空间 (Q, 隐 ,P), 设 AE 多 (ET)。 如 
果 存 在 相互 独立 的 子 随机 试验 族 {(0,. 多 ,) |1 ET} 使 得 A,€ 
多 ,LET), 则 称 事件 族 {4,11ET} 相 互 独立 。 

下 面 的 两 个 定理 是 两 个 定义 的 直接 推论 。 

定理 2.9.6 疫 (0, 丈 , 忆 ) 是 概率 空间 ,多 ,是 多 的 子 事件 
5 域 CET)。 那 么 下 列 3 个 结论 相互 等 价 : 

(1) 子 事 件 o 域 族 { 久 ,iET}) 相 互 独立 。 
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(2) (多 .ET 的 任意 子 族 (多 ,ET 相互 独立 ,其 中 人 是 
7 的 任意 子 集 。 
(3) 对 任意 有 限 个 二 ,ET 和 4E 丈 4E 
A,E€.F, 成立 
P(4 AA ) = PAVPGA, )P(A,) (2.9.40) 
推论 1 独立 乘积 概率 空间 | 了 0,, | |,, ll P,) 中 子 试验 


族 (( [人 97, | e 7) 相互 独立 。 


推论 2 设 (02,. ,7?) 是 概率 空间 ,{ 尖 ,| € 7T} 是 相互 独立 
的 子 事件 c 域 族 。 那 么 在 子 概率 空间 ( 2， B74,PIL{ FN EY 
也 是 相互 独立 的 子 事件 e 域 族 , 并且 P( 加 隐 ,) 由 概率 测度 族 
(一 ( 丈 | ET) 惟一 确定 。 

与 个子 试验 相互 独立 的 情形 类 似 , 推 论 1 和 2 反映 相 瑟 独 
立 的 子 试验 用 何 种 方式 存在 于 (0Q,. 宛 ,PP) 中 。 粗略 地 说 .如果 
(2,. 沁 ,P) 含 有 相互 独立 的 事件 族 {4,1:ET} ,那么 它 含 有 以 了 为 
指标 的 相互 独立 的 子 试验 族 { (0,. 实 ,) 11ET), 从 而 包含 一 个 与 
维 独立 乘积 概率 空间 本 质 上 类 似 的 子 概率 空间 (0,@. 多 ,,P)。 

定理 2.9.7 设 (0,.7 ,PP) 是 概率 空间 ,A,EF(GET)。 那 么 
下 列 4 个 结论 相互 等 价 : 

(1) 事件 族 {4,|1:ET} 相 互 独立 。 

(2) (41ETZ 的 任意 子 族 (4.|tET7 )} 相互 独立 ,其 中 7 是 人 
的 子 集 。 

(3) (4,.1E7T)} 中 任意 有 限 个 事件 相互 独立 。 

(4) 对 任意 有 限 个 所 人 ET 成 立 

P(44p4) = P(4)P(C4 )…P(4)》 (2.9.41) 


2.9.6 条 件 概率 值 的 基本 定理 


定理 2. 9. 8( 乘 法 定理 ) ”给 定 概率 空间 (02,. 玉 ,PP) 和 A,E. 
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(一 1,2, 2)。 如 果 疡 (4 .44,) 盖 0, 则 
PC444 
=PCAVPOCAs 4)P(04 [A A) PA,| A As A 1) 
(2. 9. 42) 
证 明 由 于 PC4,) 宇 P(A414y) 之 … 之 P(A142… 4,) 之 0, 故 
(2. 9. 42) 右 方 的 条 件 概 率 名 有 意义 。 现 在 应 用 (2. 9. 16) 把 条 件 概 
率 值 代入 即 知 (2. 9. 42) 成 立 。 证 毕 
定理 2. 9. 9( 全 概率 定理 ) 给 定 概率 空间 (0,. 沁 ,P) 和 的 
划分 :2 = {HiET)。 假定 昌 ;:E .多 ,P(H,)>>0GE7T)。 那么 对 任 
意 的 AE. 成 立 
P(A) = PT AHIPH,) (2. 9. 43) 
证 明 由 于 诸 4 已 (GE 轧 是 有 限 或 可 列 个 互 不 相 容 的 事件 ， 
并 且 上 4 = 4, 故 
P(4) = 2 7A) 
对 已 (4 万) 后 应 用 乘法 定理 即 得 (2. 9. 43 ) 。 证 毕 
定理 2. 9. 10( 贝 叶 斯 定理 ) 在 定理 2. 9. 9 的 条 件 下 ,对 任意 


的 AE. 多 '( 即 AE. 也 ,P(A) 汪 0) 成 立 
P(AIHYP(H,) 








P(HiIA) = SpATHOPO,) (gk E€ I) (2.9.44) 
证 明 ”我们 有 忆 (5714)= 一 5 人 CE D。 对 分 子 应 用 乘法 
定理 ,对 分 母 应 用 全 概率 定理 即 得 (2. 9. 44) 。 证 毕 


习惯 上 ,分 别称 (2. 9. 42), (2. 9. 43) 和 (2. 9. 44) 为 乘法 公式 ， 
全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 。 


2.9.7 注 记 


(1) 独立 性 与 现实 世界 的 联系 
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现实 世界 中 存在 许 许 多 多 毫 无 联系 的 实验 包 (tET)。 每 个 名 
产生 一 组 因果 关系 : 


实验 4,( 在 划 定 条 件 多, 下) 二 > (02,,.,,P,) (2. 9. 45) 


如 果 把 一 些 这 样 的 实验 人 为 地 凑 在 一 起 ,形成 一 个 新 实验 
全。 假定 。 人 2 是 真 交 又 划分 (在 应 用 中 通过 02, 的 适当 选取 总 能 达 
到 目的 ), 那 么 2 产生 因果 关系 史 
实验 2' (在 独立 条 件 族 多 ,,t € TT 下) 二 >| lL9., [1?., 车 ) 


(2. 9. 46) 
假定 。0, 仅 是 交叉 划分 ,这 时 只 能 得 到 
实验 2 (条 件 同上 )= 二 >(。 Li @F,,P) (2. 9. 47) 
类 似 于 定理 2. 9.6 后 的 议论 ， 直观 上 可 以 认为 的 宛 ，P) 本 
质 上 类 似 于 一 个 独立 乘积 概率 空间 。 
现实 中 人 们 经 常 研究 一 个 大 实验 2。 它 产生 因果 关系 


实验 2 (在 划 定 条 件 名 下 ) 一 一 (2, 光 ,P) (2. 9. 48) 


之 所 以 称 @ 为 大 实验 ,是 指 它 包含 许多 子 实验 ,其 中 有 相互 党 无 
关联 的 实验 £6,(t: € 7) ,这 个 “ 因 ” 反 映 在 概率 空间 中 的 “ 果 ” 是 结 
论 :(2, 多 ,P) 含有 子 概率 空间 (2 ' 罗汉,P)。 

定理 2. 9. 1, 定 理 2. 9. 4 定理 2. 9. 6 的 推论 表明 ,只 要 (90， 
多,P) 中 存在 相互 独立 的 事件 族 {A.11ET} ,那么 (0,.F,P) 候 来 
自 (2. 9. 48) 中 的 大 实验 且 4,E 多,。 这 就 是 事件 相互 独立 的 本 质 。 

(2) 全 概率 公式 如 何 推 广 ? 

在 全 概率 公式 (2. 9. 43) 中 4 可 以 是 多 中 任意 的 事件 ,P(A4| 
HH;) 是 条 件 概率 P(41c(. 综 )) 的 一 些 数值 。 因 此 全 概率 定理 可 以 





WD 这 是 独立 实验 原理 , 它 将 被 抽象 为 公理 Vi。 
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叙述 为 :概率 测度 PCZ ) 由 概率 测度 PCc(C22)) 和 条 件 概率 PC 
1cC8)) 用 公式 (2. 9. 43) 惟 一 地 确定 。 

为 了 显示 全 概率 公式 的 巨大 潜力 ,必须 把 定理 2. 9. 9 推广 到 
对 任意 的 子 试验 (Q,.:) 成 立 , 即 得 到 结论 ;:P( 多 ) 由 PC. 宛 ,) 和 条 
件 概 率 PC 也 1. 宛 ;) 惟 -地 确定 中 ,并且 找 到 (2. 9.43) 的 一 般 形式 。 

下 面 的 讨论 富有 局 发 性 ,但 是 非常 不 严格 。 让 我 们 用 2 的 最 
细 划 分 2= {wwEQ}) 代 替 划 分 : 光 ,并且 形式 地 写 出 (2. 9. 43) 
的 推广 式 

P(4) ~ >)P(4ioPCGo》) (x) 

这 种 形式 工作 带 来 两 个 严重 的 问题 : 

QD 样本 点 可 以 不 是 事件 ,即使 是 事件 也 可 以 不 属于 .> ,此 时 
P(Kw)) 无 意义 。 退 一 步 说 ,即使 (w)E. 宛 ,使 POCw))=0 的 样本 点 
集合 可 以 是 正 概率 的 ,而 且 往 往 概 率 为 1。 例如, 一般 的 柯 氏 型 概 
率 空间 就 是 这 样 的 。 

名 对 中 中 所 提 及 的 样本 点 w, 条 件 概率 P(A1w) 无 意义 。 

解决 这 两 个 问题 的 可 能 途径 是 :用 子 试验 (2, 史 :代替 最 细 
划分 2; 引进 宛 , 中 的 “无 穷 小 事件 ”dw, 并 且 用 PCdo) 代 和 蔡 
P((o)D);P(4|o) 则 认为 是 (2, 多,) 上 的 点 函数 g(w) ,但 要 求 它 能 
惟一 地 确定 条 件 概率 已 (41| 罗 :,)。 如 果 能 实现 这 三 件 事情 ,依据 微 
积分 的 思想 方法 我 们 有 和 希望 得 到 


P(A)~ | ecoPedo) (x Xx) 


(x * ) 式 的 确 是 -一 个 可 证 明 的 数学 等 式 。 事 实 上 , 它 是 测度 论 
中 的 拉 东 一 尼 科 迪 姆 (Radon-Nikodym ) 定 理 。 

于 是 ,我 们 从 “非常 不 严格 的 讨论 ”中 得 到 3 点 收获 : @) (x 
* ) 式 原来 是 一 个 已 被 证 明 的 式 子 ;名 条 件 概率 P(A1. 宛 ,) 可 以 用 
点 沙 数 gCw) 确 定 ;@ (* * ) 式 可 作为 确定 gw) 的 工具 。 这 三 点 正 


@ 这 个 结论 很 容易 地 由 (2. 9. 16) 和 (2. 9. 21) 推 出 。 
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是 产生 出 2. 10 节 内 容 的 源泉 。 

(3) 为 了 显示 下 节 定 理 的 概率 内 容 , 在 此 处 介绍 : 

拉 东 -- 尼 科 迪 姆 定理 : 给 定 概率 空间 (2, 安 :, 忆 ) ,假定 v4)， 
AE. 久 ,是 满足 公理 N; 的 集 消 数 , 并 且 关 于 测度 PC 多 ,) 绝 对 连续 
( 即 P(4)=0 列 含 "(4)==0)。 那 么 在 (史上 存在 元 ,可 测 的 
点 函数 g(w),wEQ, 使 得 对 任意 的 4E .地 成 并 

"(A) = | gC)P ude) (2. 9. 49) 


并 且 在 不 计 .中 零 概率 集 意 义 下 g(w) 是 惟一 的 。 
证 明 见 文献 [16., 为 了 不 出 现 陌 生 的 术语 和 记号 ,此 处 把 测度 
空间 限制 为 概率 空间 (02,.,,P)。 


2. 10 ”随机 试验 上 的 点 函数 ( 续 ) 


和 概率 测度 一 样 ,人 们 希望 各 种 形式 的 条 件 概率 能 够 用 点 函 
数 确定 。 寻 找 这 样 的 点 少数 再 次 显示 限制 是 一 种 有 内 涵 的 数学 
运算 。 
2. 10.1 条 件 密度 p(4| 久 ;) (w) 


事件 4 关于 子 试验 (0,. 久 ,) 的 条 件 概 率 P(A|1. 多 ,) 是 式 
(2. 9. 22) 规 定 的 一 组 条 件 概 率 值 。 从 集 蚂 数 的 角度 很 难看 出 这 些 
值 之 间 存 在 联系 。 但 是 ,这 些 值 之 间 的 确 存 在 紧密 的 联系 ,并 及 可 
以 用 点 函数 表达 出 这 种 联系 (参看 上 节 节 来 注 记 2))。 

定义 2. 10. 1 给 定 概率 空间 (2, 安 ,P)。 假 定 46E . 殊 ， 
(人 2,.,) 是 子 试验 。 称 定义 在 (Q2,.F) 上 的 点 水 数 g(w),wEQ 是 条 
件 概率 P(A1|. 宛 ,) 的 条 件 密度 ,如 果 g 具有 人 性质. 

(1) sg(o) 是 罗 , 可 测 函 数 ; 

(2) g(w) 用 公式 

PC41B) = Fi | ,8 (Pde) (BE F127) (2.10.1) 
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确定 P(4|. 却 ，)。 

今后 ,用 专 有 符号 A(4| 多 >)(w) 表 示 忆 (41 罗 ,的 条 件 密 度 ， 
也 可 称 之 为 A 关于 ,的 条 件 密度 。 

定理 2.10.1 设 (Q0,. 了 ,PP) 是 概率 空间 。 那 么 其 上 任意 的 条 
件 概率 P(A1. 沁 ,) 丝 存在 条 件 密 度 ,并 且 在 不 计 ,中 零 概率 集 
的 意义 下 是 惟一 的 。 

证 明 定理 的 条 件 含 有 (CQ,.7>,,) 是 概率 空间 。 对 任意 固定 
的 AE.7 ,容易 验证 集 函 数 P(AB),BE.Y, 满足 公理 N, 和 关于 
P( 久 ,) 绝 对 连续 。 由 拉 东 一 尼 科 人 迪 姆 定理 得 出 ,在 不 计 .,7, 中 零 
概率 集 的 意义 下 存在 惟一 的 宛 。 可 测 函 数 g(w),wE 使 得 

P(AB) = | gC Plde) (BE.F2) (2.10.2) 


当 BE.92 时 两 边 除 以 了 (B) 即 得 (2. 10. 1)。 得 证 g 是 P(A ,) 
的 条 件 密度 ,并 且 是 惟一 的 。 证 毕 
关于 新 概念 作 5 点 说 明 : 
(1) 在 理论 推导 和 概率 计算 中 用 pC(Ai. 也 ,) 代 震 PCA1.> ,) 时 
带 来 巨大 的 方便 ,因此 条 件 密度 在 现代 概率 论 中 占据 重要 的 地 位 。 
在 现今 的 概率 论 中 由 于 没有 引进 我 们 的 条 件 概率 (A4| 
:多 ,), 因 此 人 们 把 pCA1 包 ;) 称 为 “4 关于 .x 的 条 件 概率 ” 目 记 为 
“P(A 也 2)”, 为 了 贴近 概念 的 本 质 , 我 们 使 用 了 新 名 称 和 新 符号 ， 
(2) 条 件 密度 与 条 件 概率 不 同 , 它 没有 一 般 性 的 直观 解释 。 现 
今 流 行 的 ,但 不 成 文 的 直观 解释 为 :“p(A|.,)(w) 是 子 试验 
(8 ,多 ,) 进 行 时 样本 点 w 出 现 的 条 件 下 事件 4 的 条 件 概率 值 ,。”" 
事实 上 (2,. 关 :进行 时 样本 点 ww 出现 "是 条 件 (w)E .二 此 时 若 
P((o))>0, 则 在 (2.10. 1) 中 取 B= (w) 得 到 





Q@ 它 或 许 是 直观 解释 的 首次 书面 表达 ， 庶 因 可 能 是 原先 的 概率 沦 中 没有 ” 子 试 
验 (Q,.F i) 进行 时 样本 点 w 出现 "的 表述 方式 。 轩 为 如 果 改 为 “样本 点 名 出 现 的 条 件 下 
事件 4 的 条 件 概 率 ”, 那 么 直观 解释 就 不 正确 了 , 见 正文 的 议论 。 








户 (41. 关 Co) = P(AN(w)) (2. 10. 3) 
因此 直观 解释 正确 ; 若 P((w))==0,(2, 10. 3) 右 方 无 意义 , 左 方 的 
值 无 关 紧 要 (因为 PC(41. 产 )(o) 可 以 在 多 ,的 一 个 零 概率 集 上 无 
意义 ), 因 此 袭 用 解释 也 无 不 可 。 
务 须 注意 , 当 (w;€., 时 直观 解释 失效 。 事 实 上 , 当 (w)€ 
(ww)E.9 上 且 P((w))>>0 时 经 常 成 立 ( 见 本 节 的 例 1) 
plAN.F)(w) A PLAN(w)) (2. 10. 4) 
另外 ,直观 解释 中 * 子 试验 CQ, 多, 进行 "必须 强调 。 因 为 对 不 
同 的 子 试验 (0,. 禄 ,) ,使 不 等 式 
POANL Zw) pANF,) (w) (2. 10. 5) 
成 立 的 样本 点 w 不 仅 可 以 是 正 概 率 集 ,而 且 往 往 是 概率 为 1 的 集 
合 ( 见 本 节 的 例 1)。 
(3) 设 (C, 宛 和 (2 多 3) 是 两 个 子 试 验 ,并 且 .CC. 宛 ,。 作 
为 集 函 数 的 条 件 概率 成 立 
P(AIZ,) = P(AIF,) TZ, (2. 10. 6) 
但 是 ,作为 点 函数 的 条 件 密度 P(4 |. 多 ;和 pP(4| 多 ,) 却 是 完全 不 
同 的 可 测 函 数 (参看 (2. 10.5) 和 例 1)。 这 个 事实 说 明 限制 是 一 种 
有 内 涵 的 数学 运算 。 
(4) 当 我 们 取 不 同 的 事件 4 时 得 到 关于 子 试验 2, 多 :) 的 条 
件 概 率 族 
{P(AIF.)|AEF}D (2. 10.7) 
和 条 件 密度 族 
(pA 1)(w) |AE F} (2. 10. 8) 
对 族 (2. 10. 8) 中 的 点 函数 ,可 以 讨论 它们 的 取 值 , 正 负 性 和 四 
则 运算 。 应 用 积分 知识 容易 由 定义 2. 10. 1 推出 


@ 此 即 试验 (Q,-:> ) 关 于 子 试验 (0, 多 ,) 的 条 件 概率 PC 多 | 沁 ,)。 
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(D 对 任意 的 AE. 名 有 p(Al 风 ,)(w) 宇 0 (PP( 天 -as.) 
(2. 10. 9) 
pON FI = (Pl(F,)-a.s.) (2. 10. 10) 
3) 对 入 中 互 不 相 容 的 事件 4A,(i€E 7 了) 成 立 
pl U47 (w) = 2 pA)e) (P(F,)-a.s. ) 
1€ i€ 


(2. 10. 11) 
其 中 “PC 多 ,)-a. s. ”表示 前 方 的 等 式 或 不 等 式 可 以 在 沁 ; 中 的 一 
个 零 概率 集 上 不 成 立 , 甚 至 无 意义 。 为 了 书写 方便 ,人 们 通常 把 
P( 禄 ,)-a.s. 省 略 。 
应 当 指 出 , (2. 10. 9) 一 (2. 10. 11) 与 公理 N ~ 中 的 相应 
式 在 外 表 上 非常 类 似 , 但 却 有 本 质 的 不 同 。 这 里 的 p (4 |. 二 :)， 
户 ( 人 到 ), 思 4 多 2) 等 仅仅 是 函数 对 应 律 的 符号 。 不 同 的 4,92， 
A; 表明 它们 是 不 同 的 函数 ,不 能 把 它们 误 认 为 自 变 量 。 
(5) 当 各 种 各 样 的 子 试验 都 可 以 进行 时 我 们 得 到 更 大 的 条 件 
概率 族 
{P(A| 多 ,)|AE.F ,FC ,学 ,是 事件 o 域 ; (2.10.12) 
和 更 大 的 条 件 密度 族 
{p(A| 多 ,)(w)|AE.F ,多 1C.F ,9 ,是 事件 o 域 } 
(2. 10. 13) 
族 (2. 10. 13) 中 点 函数 除 具 有 性 质 (2. 10. 9) 一 (2. 10. 11) 外 还 
有 许多 重要 的 性 质 ,它们 在 现代 概率 论 中 占据 非常 重要 的 地 位 。 由 
于 这 些 函 数 是 第 3 章 中 的 随机 变量 ,它们 的 深入 研究 将 在 概率 论 
公理 化 后 进行 。 


2. 10. 2 条件 密 度 一 概率 


定理 2. 10. 1 的 结论 又 可 写成 : 
定理 2. 10.2 给 定 概率 空间 (QQ,. 信 ,P)。 假定 (Q2,. ) 和 和 
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(2, 8 多 ) 是 两 个 子 试验 .那么 条 件 概率 (测度 族 ) 已 (有 罗 ,18 多 2 ) 和 条 
件 密度 族 
相互 惟 -- 确 定 , 并 且 满 足 

P(41B) 二 7 看 j| A 17 Pde) 


(AE FIBE FY) (2. 10. 15) 
再 次 提醒 注意 ,zz(41| 史 >)(o) 中 的 pCA1 多 ,) 仅 仅 是 对 应 律 的 
符号 。 不 能 把 函数 族 (2. 10. 14) 误 认为 二 元 函数 p(A1 多 ,)(w)， 
(4,o)E. 和 XRD。 事实 上 ,对 固定 的 4, 由 于 关 (4| 多 (wo) 是 多， 
可 测 函 数 , 因 此 它 的 准确 的 解析 表达 式 为 
PIALF) ww), wE INV4 (2. 10. 16) 
其 中 NaE.2 且 忆 CN)=0。 由 此 得 出 (2.10.14) 只 能 产生 出 -一 个 
二 元 集 一 点 函数 
g(As0) = pA HW AE FwEMNUYUN, 


‘2. 10. 17) 
一 般 说 来 , 宛 , 含有 不 可 列 个 事件 ,作为 集合 的 不 可 列 并 ， 
U Na 可 以 不 是 事件 ;即使 是 事件 ,也 不 必 是 零 概率 的 。 


但 是 ,我 们 的 确 希 望 (2. 10. 14) 能 够 成 为 一 个 定义 在 .多 x 
上 的 集 一 点 函数 , 知 如 此 ,我 们 便 可 以 用 这 个 集 一 点 函数 确定 条 
件 概 率 P(. 多 || 多,) ,为 研究 PC( 多 1 |. 多 ,) 带 来 许多 的 方便 。 

定义 2.10.2 称 二 元 集 一 点 函数 g(4,w),(4,ow)E .2 xD 
为 条 件 概率 PC ,|. 疡 ,) 的 条 件 密度 一 概率 ,如 果 它 具有 下 列 3 个 
性 质 ， 

(1) 对 固定 的 4,g 关于 中 是 多 ,可 测 函 数 ; 

(2) 对 固定 的 w,g 关于 4 是 (0Q,. 宛 1,) 上 的 概率 测度 ， 

(3) g(4,w) 用 公式 
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er 


PC41B) = -并 | ec4， wPtdo) (A€E FBES:) 


(2. 10. 18) 
确定 P( 久 |. 禄 ,)。 
今后 ,用 专 有 符号 p(A|w;.，) 表示 g(A,w)。 如 果 要 强调 定 
义 域 , 则 可 使 用 符号 关 ( 丈 ;12; 汉 ,并 简称 训 (4low; 宛 为 之 ， 
关于 多 ;的 条 件 密度 - -概率 由。 与 条 件 密度 不 同 ,条 件 密 度 -一 概率 
可 能 存在 ,也 可 能 不 存在 。 
定理 2. 10.3 给 定 概率 空间 (2 ,. 多 ,已 )。 如 果 (2. 10. 16) 中 的 
Na 满足 条 件 
U NezzPlUNJ=0 (2. 10. 19) 


A€E SS, AE | 
那么 条 件 概率 PC ,|.,) 存 在 条 件 密度 一 概率 。 
证 明 应 用 (2.10.19) 可 以 把 可 测 版 本 (2.10.16) 改 为 
plATZ) CW) ,wv ENN (2. 10. 20) 


其 中 N= NA。 于 是 可 以 构造 一 元 集 一 点 函数 


pANLF)w) (AWET XON 
5 人 和 CA EFXN (2. 10. 21) 
显然 g(A,w) 具 有 定义 2.10.2 中 性 质 (1)。 性 质 (3) 由 定理 
2. 10. 2 得 出 。 当 wE NNN 时 式 (2. 10.9) 一 (2. 10. 11) 成 为 性 质 
(2); 当 wE N 时 可 以 要 求 “ 任 意 赋值 ”满足 (2)。 得 证 g(4,w) 是 条 
件 密度 一 概率 p(Alw;.,)。 证 毕 
容易 看 出 , 当 多 , 是 有 限 集 时 条 件 (2. 10. 2 “可 以 证 明 ， 
如 果 概 率 空间 (0,. 禄 ,P) 中 0 是 完备 可 分 距离 空间 ,. 宛 是 其 上 的 
波 莱 尔 域 , 那 么 2, 多 ,P) 上 任意 的 条 件 概率 PC | 因 丰 在 


Q@ 在 现代 概率 论 中 称 P(4jw; 多 ?) 为 正则 条 件 概率 。 考 虑 到 贴近 概念 本 质 的 名 
称 使 思维 流畅 ,我 们 使 用 了 条 件 密度 一 概率 这 个 名 称 。 
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条 件 密度 一 概率 。 这 个 结论 的 一 种 特殊 情形 是 

定理 2.10.4 设 (Q,. 宛 ,PP) 是 离散 型 ,n 维 或 可 列 维 柯 氏 概 
率 空 间 。 那 么 其 上 的 条 件 概率 PCZ,| 包 ,) 丝 存在 条 件 密 度 一 

证 明 见 文献 [22_。 

至 此 ,我 们 解决 了 把 (2. 9. 21) 和 (2. 9. 22) 中 变 元 B 转化 为 变 
元 % 的 问题 。 本 节 后 半 部 分 讨论 把 (2. 9. 21) 和 (2. 9.23) 中 变 元 4 
转化 为 变 元 % 的 问题 。 和 概率 测度 -~… 样 ,这 个 问题 只 能 在 几 类 上 典 
型 的 概率 空间 中 得 到 解答 。 


2. 10. 3 ”离散 型 概率 空间 上 的 点 函数 


在 本 段 中 假定 (0Q.2 ,PP) 是 离散 型 概率 空间 。 其 中 
Q= {ww = wn EI} (2.10.22) 
已 (多 ) 由 分 布 律 f/f(w),w€E 0 产生 ,这 里 
ww ew 
/: f fs of | 
并 且 约 定 , 本 段 的 讨论 以 分 布 律 , 而 不 以 概率 测度 作为 研究 的 出 发 
点 。 即 是 说 ,即使 P(. 安 ) 存 在 其 他 的 分 布 律 (参看 定理 2. 8. 1) ,我 
们 也 不 讨论 它 。 虽 然 其 他 分 布 律 的 存在 不 改变 解答 的 本 质 ,但 会 使 
叙述 元 长 。 
(1) 条 件 分 布 律 /(w1B) 
定义 2. 10.3 给 定 离散 型 概率 空间 (2,. 胸 ,PP) 和 已 (多 ) 的 分 
布 律 (2. 10. 23) 。 又 设 BE 多 ,P(B)>0。 则 称 人 2, 多 ) 上 的 点 函数 


(2. 10. 23) 











f Xa Cw,) 
fw%1B) = pe EN (2. 10. 24) 
即 
< WW» wos Co Pr 
f(w|B): /Xa wl) fzXn (we) , fnXa Cw,) (2. 10. 25) 
PC(B) PB) P(B) 
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为 分 布 律 了 关于 事件 B 的 条 件 分 布 律 ,简称 为 关于 B 的 条 件 分 布 
律 。 其 中 Xa(w) 是 B 的 示 性 双 数 且 PC(B)= 》) f,。 


nw EB 


定理 2. 10.5 给 定 离散 型 概率 空间 (2 ,多 ,P) 和 已 ( 纪 ) 的 分 
布 律 (2. 10. 23)。 那 么 对 任意 的 子 试验 (2 多,) ,条件 概率 (测度 ) 
PC 多 11B) 由 条 件 分 布 律 f(w1B) 用 公式 

P(4IB) = DIf(wlB) (4E 多 ) (2.10.26) 
确定 。 
证 明 把 (2.10.24) 代 入 (2. 10. 26) 的 右 方 得 到 


1 
7(018)= PCE), 22 fee) 


得 证 定理 的 结论 。 证 毕 

(2) 条 件 密度 pC(A| 宛 2)(w) 

设 4 人 92, 多 ,) 是 (0, 多 ) 的 子 试验 。 由 定理 2.5.3 和 2.5.6 得 出 ， 
存在 .多 ,中 原子 事件 Hi(k 之 1) 使 得 

2 = {HiIlk > 1) (2. 10. 27) 

是 0 的 划分 且 多 ;=c(22)。 这 时 (22, 丈 ) 是 标准 试验 。 

现在 把 使 (ED>0 的 有形 记 为 万 (G1), 把 使 PC 人) 一 0 
的 鼠 记 为 NO1)。 于 是 


= {HN,li> 1,j> 1) (2. 10. 28) 

又 假定 
Hi= {ww (之 1) (2. 10. 29) 
N = (JN;= {w,w,.) (2. 10. 30) 


这 时 可 以 给 出 分 布 律 (2. 10. 23) 的 另 一 种 表达 式 
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H, H, 万， NN 


fn oe Wag Walia WI 
JJ ffis oe 0 0 
(2. 10. 31) 


定理 2. 10.6 给 定 离散 型 概率 空间 (2, 多 ,已 ) 和 子 试验 
(0Q, 多 ,) ,假定 多， CC2c)， 那么 对 任意 的 AE 多, 条件 概率 
P(A| 久 ,) 的 条 件 密度 为 

plAI Fi) Cw) = >)P(4|ED)Xr(o) (vw € 0) (2.10.32) 


这 1 


即 
已 ， 已 ， NN 
PAN,) :| an W2122 "°° Ww (2. 10. 33) 
PAIH') P(AIH,) … 00… 
其 中 PCAIH) = 5 f/f; GG=1,2,3,) (2.10.34) 
jjE A 六 1 


证 明 由 于 多:=c(.22), 故 (2.10.32) 定 义 的 函数 是 多, 可 
测 函 数 。 由 积分 知识 得 知 , 对 具有 分 布 律 (2. 10. 23) 的 离散 型 概率 
的 


P(A|B) = 2 pAIZ, )(w)f, (BE FI) 


PB; > 
(2. 10. 35) 


为 完成 证 明 , 只 须 证 (2. 10. 32) 规 定 的 点 函数 满足 (2. 10. 35)。 为 
此 ,把 (2. 10. 32) 代 入 (2. 10. 35) 的 和 式 中 ,我 们 有 


> | PC4IBD)Xro) 六 = BD BD) ro)f, PAIH.) 


mw EB il iP1 nw €EB 


= > 3 f]PAIH,) 


1 nw € BH, 


= DP(BH)P(AIH,) 
i>1 


PBH.) 





= DP(AH,) 


i>1 


已 (五 
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由 已 ， 的 原子 性 推出 BH:=H:; 或 万 万 一作。 故 
上 式 = 》) P(AH,) = DIP(ABH,) = P(AB) 


得 证 (2. 10. 35) 成 立 。 证 毕 

例 1 假定 (2:. 罗 :,P) 是 古典 型 概率 空间 ,其 中 (9: ,也 ;) 是 
2.4 节 例 5 中 随机 试验 。 又 设 (f2;,.,) 和 (02;,. 宛 ;) 分 别 是 2.4 节 
例 6 和 例 7 中 随机 试验 ,这 时 , (82;.. 允 和 (C3, 隐 7)) 是 (02;, 多 ;) 的 
子 试验 。 

令 4=1{11,.2, 3 人 KE 天:)。 应 用 定理 2. 10. 6 得 出 A 关于 -和 
多 的 条 件 密度 分 别 为 
3 5 2 4 6 

2 1 1 1 / (2. 10. 36) 





1 
plANYe): 2 
(3 3 3 3 3 3 
(5 6 1 2 3 4 
PAF 0 3 3 3 3| (2.10.37) 
| 4 4 4 4 


对 退化 试验 (02. 多,，),A 关于 .也 ,的 条 件 密度 为 
1 2 3 4 5 6 
plAI.F):I1 1 1 1 1 :| (2. 10. 38) 
2 2 2 2 2 2 
本 例 可 用 于 验证 2. 10. 1 段 中 的 有 关 讨 论 。 
(3) 条 件 密 度 -- 概 率 户 (4|w; 到 ，) 
定理 2.10.7 给 定 离散 型 概率 空间 (Q,.F,P) 和 分 布 律 
(2. 10. 23) .假定 (2,. 亡 ,和 (0,. 祥 ,) 是 子 试验 且 . 宛 ,==ol( 光 )。 那 
么 条 件 概 率 已 (多 ,| 多) 存在 条 件 密 度 -- 概 率 。 它 是 3 
plAlw392) = PC4IDXroC4E Fw EQN) 





一 一 (2. 10. 39) 


人 TD 比较 (2. 10. 39) 与 (2. 10. 32) 得 出 对 任意 的 4E .之 1 成立 
plANZ oo) (w=: pA 2), (wEN) 
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地 Hi H; 0 N 

4 Wil WwW12 ”wl WW22 “wf ws 

A POAiIH1) POAIIHI) … P(A1IH:s) P(AIIH2) … 0 0 

A POAsIH1) PCOAz|HI) … P(AzIHs) P(Az|IHz) … 0 0 
| se ee 《也 可 不 定义 
: 或 任意 赋值 

一 般 书 ( 守 1 再) PCF IHY) 1 PIFIIH2) 已 (多 本:)》 ~ 














(2. 10. 40) 
其 中 PCAIH) (CAE. 1,i 之 1) 由 (2.10.34) 规 定 。 

证 明 用 g(4,w) 表 示 (2. 10. 39) 的 右 方 。 由 于 多 :=c(CEe )， 
故 对 固定 的 4,g&(4,w) 关 于 是 多， 可 测 函 数 。 当 wE N 时 由 定 
理 2.10.6 得 出 g(4,0),4E 多 ,是 (0, 宛 )) 上 的 概率 测度 ; 当 wE 
N 时 我 们 或 者 不 考虑 它 ,或 者 通过 “任意 赋值 "使 sg(4,w) ,4E .7 
是 (0,F1) 上 的 概率 测度 。 总 之 ,g(A4,w) 满 足 定义 2. 10. 2 中 的 性 
质 @ 和 @@。 注意 到 对 固定 的 4E .Fl 有 g(4,w)=p(A| 多 ,)(w)， 
应 用 定理 2. 10. 6 得 gC(4,w) 也 满足 定义 2. 10. 2 中 性 质 @@。 得 证 
(2. 10. 39) 是 PC(F |. 允 ,) 的 条 件 密度 一 概率 。 证 毕 

(4) 条 件 密度 一 分 布 律 fCw" |w;. 宛 ,) 

在 定理 2. 10. 7 中 取 .多 |=. 多 ,对 固定 的 w 得 到 (0,. 多 ) 填 的 
概率 测度 p(. |w;. 多 。)?。 用 它 的 分 布 律 可 以 引出 条 件 密度 一 分 布 
律 的 概念 。 由 于 应 用 (2. 10. 31) 很 容易 写 出 这 个 分 布 律 ,于 是 采用 
下 面 的 定义 。 

定义 2. 10.4 ”给 定 离散 型 概率 空间 CQ, ,P)。 假 定 (Q,7,) 
是 子 试验 且 多 ,=o(%),P(F) 有 分 布 律 (2.10.31)。 则 称 C0， 
多 ) 上 的 二 元 点 函数 





@ 按 定义 2.7.1 下 的 脚注 , 它 表示 固定 时 的 概率 测度 pCAlw; 多 2),AE 窑 。 
pCF110;. 多 ,) 是 定理 2.10.7 中 亲 件 密度 一 概率 的 简写 。 


* 132°* 








MX (w) 





w= ww €E ACF1j21) 


0 ww ENwEN 
(2. 10. 41) 
为 分 布 律 /关于 .多 ,的 条 件 密度 一 分 布 律 ,简称 为 关于 多, 的 条 
件 密 度 一 分 布 律 。 
注 条 件 密度 一 分 布 律 f(w" |w; 多 。) 的 表格 式 为 








_ 
Wanw2s wh 
0 
------ 二 (2. 10. 42) 
| 1 0 0 
fy 
Dfa 
友之 1 











定理 2. 10.8 条 件 密度 一 分 布 律 Fw |w;. 多 ,) 具 有 性 质 : 
QD 对 固定 的 w' , 它 关 于 ww 是 多, 可 测 函 数 ; 
名 对 固定 的 w, 它 关于 是 (2,. 产 ) 上 的 分 布 律 ; 
@@ 对 任意 的 子 试验 CQ, 多 ,), 它 用 公式 
plANw;F2) = DV flow;F)(AE ZooEOD) 
(2. 10. 43) 
*。，133。 








确定 .多 , 关于 多 ,的 条 件 密 度 一 概率 pC 多 ,10; 多 ,)。 

证 明 ”由 于 . 多 ,一 c(3) ,由 (2. 10. 41) 立 即 得 出 f(w' |w; 
多?) 具 有 性 质 个 。 由 (2. 10. 42) 看 出 性 质 @ 对 除去 N 中 的 w 外 皆 
成 立 。 由 于 PCN)=0, 所 以 N 中 的 w 可 以 不 考虑 它 ; 如 有 必要 , 则 
通过 “任意 赋值 ”使 它 具 有 性 质 @)。 

由 (2. 10. 32), (2. 10. 34) 和 (2. 10. 39) 得 出 :对 任意 的 4E 
2 Co |w;.97,) 满 足 (2. 10. 43)。 得 证 /oo; 丈 :) 具 有 性 
质 @。 证 毕 

本 小 段 小 结 : Q) 离散 型 概率 空间 中 确定 各 种 类 型 条 件 概率 
的 点 函数 一 一 条 件 分 布 律 ,条 件 密度 ,条 件 密度 一 概率 和 条 件 密度 
一 分 布 律 和 丝 有 简单 的 ,明确 的 表达 式 .它们 为 一 般 概率 空间 的 研究 
提供 参考 ， 

@ 由 于 定理 2. 8. 1 的 原因 ,研究 离散 型 概率 空间 时 人 们 把 分 
布 律 ,而 不 是 概率 测度 作为 研究 的 出 发 点 。 我 们 也 是 这 样 做 的 。 

@@ 预先 把 离散 型 空间 标准 化 也 是 克服 分 布 律 不 惟一 的 -~ 种 
方法 。 因 为 标准 化 后 的 概率 空间 保持 概率 测度 PC 灾 ) 不 变 。 并 量 
出 现 十 分 完美 的 情形 :P(. 记 与 分 布 律 /(w) 相 互 惟一 确定 ;条 件 
概率 PC( 岂 18) 与 条 件 分 布 律 f(w1B) 相 互 惟一 确定 ;条 件 概 率 
PC41 多 :,) 与 条 件 密度 2(41. 多 )(wo) 相 互 惟 一 确定 ;条 件 密度 一 
概率 如 (8 lwi 罗 :) 与 条 件 密度 一 分 布 律 A(w” |w;. 史 ,) 相 互 惟一 
确定 。 


2. 10.4 灾 维 柯 氏 概率 空间 上 的 点 函数 


2 维 柯 氏 概率 空间 中 各 种 类 型 的 条 件 概 率 皆 存在 确定 它们 的 

点 函数 。 这 时 的 点 函数 是 欧 氏 空间 的 普通 消 数 ,2. 10.1 和 2.10.2 

段 中 关于 测度 的 抽象 积分 可 以 转化 为 人 们 比较 熟悉 的 勒 贝 格 -- 斯 

蒂 尔 声 斯 积分 (以 下 简称 为 L-S 积分 )。 在 相当 宽广 的 条 件 下 1.-S 

积分 是 级 数 或 黎 曼 (B. Riemann) 积 分 。 因 此 ,如 果 愿 意 放 弃 一 : 般 
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性 ,可 以 在 初等 微 积 分 基础 上 介绍 条 件 概 率 的 理论 。 

在 本 段 中 (R",.%2',P) 是 n 维 柯 氏 概率 空间 ,F(z ,xs,… ,zs) 
是 已 ( 静 ') 的 分 布 函数 , 它 存在 且 惟一 。 

(1) 条 件 分 布 函数 已 (zyzz，…zo| 巨 ) 

由 引 理 2. 9. 1 的 推论 知 ,条 件 概率 P(B'1B) 是 (R", 和 8 ) 上 的 
概率 测度 。 由 定理 2. 8. 3 得 出 ,P(B"1B) 与 它 的 分 布 孙 数 "(xi， 
Xx2，… ,Zz,) 相 互 惟一 确定 。 为 了 反映 F* 依赖 于 B, 按 习惯 把 六 * 改 
为 Cz ,zz，… ,xs|B)。 我 们 有 

_ P(BH(x)) 


Friza" ,zs1B)= P( IT (— -zx1B3)= PB 
i=} 


1 


Bs;| ,dudsemds Pl, » 2 »" yn 


(2. 10. 44) 
其 中 了 (x) = ][ (一 ,x,]。 此 式 表 明 (zi,zs,…,z,18) 由 分 布 
律 下 惟一 确定 。 
定义 2.10.5 称 条 件 概率 P(%"|B) 的 分 布 消 数 
Fryza yzlB) = P| I covz]1B) ， 


(Ziyzoyzr) ER (2. 10. 45) 
为 分 布 函 数 玉 关于 事件 B 的 条 件 分 布 函数 ,简称 为 关于 B 的 条 件 
分 布 函数 。 
下 面 是 用 关于 8B 的 条 件 分 布 函数 确定 关于 了 五 的 条 件 概率 ( 测 
度 ) 的 基本 结论 。 
定理 2. 10.9 柯 氏 概率 空间 (R",:%",P) 中 任意 的 条 件 概 率 
P( 旬 ,18) 由 关于 B 的 条 件 分 布 函 数 F(x,z，，… ,zl1B) 用 公式 


P(AIB) = | dsdsds Friszare stlB) (AE BD) 
A 


(2. 10. 46) 
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确定 。 

证 明 由 定理 2. 8. 3 的 推论 知 ,条 件 概 率 P(B"|1B) 由 
F(ziyX2，"… ,Tn 1B) 用 公式 

POAIB) = dsdids Pls ta, ,1B), (A € 到) 


确定 。 注意 到 P( 名 18)=P(GBr|B) 丫 久 , 故 上 式 包含 
(2. 10. 46) 。 证 毕 。 

(2) 条 件 密度 p (A 加,) (yy 

应 用 L-S 积分 ,定理 2. 10. 1 在 柯 氏 概率 空间 中 可 以 叙述 为 

定理 2. 10. 10 给 定 (R", 和 9',P) 和 子 试验 (R", 多 ,)。 那 么 对 
任意 的 4E 3' ,条件 概率 P(A| 旬 ,) 存 在 条 件 密度 p(A| 旬 ,) (yi， 
ye (yisy2 ,Yn)ER"。 即 pC(A1 多 ,) 具 有 性 质 : 

器 它 是 nn 元 色 ; 可 测 函 数 ; 

@ 对 任意 的 BE 冤 ; 成 立 ; 

P(ANB) 


1 
一 | oa | 马 ， ) Cy ,yes nd dy "dy Fy »Y2 °° Ya) 


(2. 10. 47) 
并 且 性 质 @ 和 @ 惟 一 地 确定 p(41 名 ,)。 其 中 (yi,yi，…,y) 是 
P( 委 ) 的 分 布 函数 。 

在 2. 10. 1 中 关于 条 件 密 度 的 说 明 皆 适用 于 p(41%,)。 

(3) 条 件 密度 一 概率 pC(A|y ,ys，… ,yn ;9;) 

应 用 定理 2. 10.4, 可 以 把 定理 2. 10. 10 加 强 成 

定理 2. 10.11 给 定 (R",22,P)。 那 么 对 任意 的 子 试 验 (R"， 
名 1) 和 (R", 多 ,), 条 件 概率 P (BZ, | 多 ,) 存 在 条 件 密度 一 概率 
pAlyiy ya ya Ba), (A, ys ya YE BXR",。 Pp(A] 
yy ,ya5B1) 具 有 三 个 性 质 ， 
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QQ 对 固定 的 4, 它 关于 (yi , yy) 是 %, 可 测 项 数 ; 

© 对 固定 的 Cy,y2，… ,yy;), 它 关于 A 是 (R", 多) 上 的 概率 
测度 ; 

图 对 任意 的 4E 号 ,BE 瑟 ; 成 立 

已 (4|1B) =50; P(A yy Bd, ded, x 


Flyyy yr" sy») (2. 10. 48) 

其 中 (yi ,yi,…,y,) 是 PC(SB) 的 分 布 函 数 。 

(4) 条 件 密 度 一 分 布 沙 数 FC ,za sz| yi yy 和;) 

在 定理 2. 10. 11 中 取 多 ,二 %' 得 到 (R", 2B) 上 的 概率 测度 
pH | ys ya yn; )。 若 用 F(xiy Ta Ta | Yi) Ye Vn ;HB ) 
表示 它 的 分 布 函 数 , 并 注意 到 (yi ,ys，,… ,yy,) 的 任意 性 , 便 可 产生 

定义 2.10.6 用 p(B |R"; 多 ,) 表 示 2' 关于 多 ,的 条 件 密 
度 一 概率 , 则 称 


Flriyr2s Ta | YY Yn DB) 


=p| TE (~, yy (2. 10. 49) 
i 


为 分 布 函 数 玉 关于 (R", 多 ,) 的 条 件 密 度 一 分 布 消 数 。 简 称 为 关于 
多 的 条 件 密 度 一 分 布 函数 。 

定理 2. 10. 12 关于 名 , 的 条 件 密 度 一 分 布 函数 F(R" |R”; 
马 :) 具 有 下 列 性 质 : 

QD 对 固定 的 (zzs，…zo) 它 关于 (yy) 是 多, 可 测 
度 函 数 ， 

@ 对 固定 的 (7 ，…), 它 关于 (zz wz) 是 7 元 分 
布 函数 ; 

多 对 任意 的 子 试验 (R", 儿 1) , 它 用 公式 
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pA Ny, ya ,yn 0) 
=| didids, FC zy yes ys Bs) (AE DB,) 
(2. 10. 50) 
确定 多 i 关于 多 ; 的 条 件 密度 一 概率 p (2 |R",%;)，。 


证 明 性质 和 @@ 由 (2. 10. 49) 立 即 得 出 。 由 定理 2. 8. 3 的 推 
论 得 出 (2. 10. 50) 对 任意 的 AE .9B 成立, 故 F(R"|R";. 多 ,) 具 有 性 


质 @@。 证 毕 
2. 10.5 注 记 
在 (2. 10. 1) 中 令 B=Q 得 到 
P(4) = | p41 9) (Pd) (2. 10. 51) 


它 是 一 般 形式 的 全 概率 公式 。 

事实 上 , 取 . 安 : 为 定理 2. 9. 9 中 的 (22) 时 (2. 10. 51) 成 为 
(2. 9. 43) (参看 (2. 10. 35)) 。(2. 10. 51) 可 以 解释 为 用 0 的 最 细 划 
分 代替 划分 Bt 后 (2. 9. 43) 的 推广 式 。 


2.11 第 VI 组 公理 ; 概率 建 模 公理 组 


2.1 节 已 指明 ,应 用 第 1 ~ V 组 公理 可 以 推演 出 概率 论 的 理 
论 体系 。 因 此 ,这 五 组 公理 组 成 了 概率 论 的 形式 化 公理 系统 。 

概率 论 是 应 用 性 很 强 的 一 门 学 科 。 正 如 2.4 节 第 (4) 段 所 述 ， 
概率 论 的 应 用 要 求人 们 把 所 关心 的 随机 现象 抽象 为 理论 体系 中 的 
研究 对 象 (如 实现 (2. 7. 4) 的 建 模 工 作 ,3. 1 节 中 的 工作 等 ) ,然后 
对 研究 对 象 进行 理论 推演 ,得 到 各 种 各 样 的 结论 ,并 用 这 些 结论 表 
达 出 所 关心 随机 现象 蕴含 的 统计 知识 和 统计 规律 。 

为 了 规范 建 模 工作 (2. 7. 4),2. 4 节 讨 论 了 建立 随机 试验 
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(2, 多 ) 的 工作 ,本 节 讨 论 建立 概率 测度 已 (你 ) 的 工作 ,并 引进 一 
组 新 公理 。 这 组 公理 把 久 经 考验 的 三 条 原理 (等 可 能 性 原理 ,独立 
实验 原理 和 概率 的 频率 解释 ) 抽 象 为 六 个 公理 .应 用 它们 能 够 建立 
一 些 常 见 的 概率 空间 一 一 古典 型 .离散 型 .几何 型 .独立 乘积 型 和 
柯 氏 型 概率 空间 。 

本 组 公理 是 开放 性 的 .期 待 用 更 好 的 .更 行 之 有 效 的 公理 充实 
它 、 修 正 它 。 本 组 公理 的 直观 背景 包含 在 1. 3 节 中 。 


2.11.1 概率 建 模 公 理 组 


设 (0, 久 ) 是 随机 试验 ,4,Ai;E. 密 (一 1,2,…,n;n 实 2), 并 且 
-2 二 {41,A2,…,A.} 是 4 的 一 个 划分 。 
公理 WL( 等 可 能 性 公理 ) 假定 P(4) 已 知 ,4 的 任何 真子 集 
皆 未 赋 概 。 如 果 认 定 诸 事件 4, ,4,,…,4. 有 同样 的 出 现 可 能 性 ， 
则 赋予 概率 
1 


P(A) 一 = P(A,) 一 0 P(A,) 一 元 二 4) (2. 1 1. 1) 


称 为 用 划分 -x 对 4 进行 等 可 能 性 处 理 。 

公理 W( 赋 值 公 理 ) ”假定 P(4) 已 知 ,4 的 任何 真子 集 皆 未 
赋 概 。 如 果 有 理由 (客观 的 或 主观 的 ) 认 定 4; 有 概率 值 P(A4;) 
Gi 一 1,2,…,n) ,并 使 得 

P(A) + P(A,) + 十 P(A4,) = P(A) (2.11.2) 

则 认为 “理由 ”是 合理 的 、 可 接受 的 。 称 这 种 赋 概 为 用 PCA;) (4,E€ 
-x ) 对 4 进行 赋值 处 理 。 

今后 , 称 -ez 中 元 素 为 使 用 划分 块 ,简称 为 使 用 块 。 显然 ,等 可 
能 性 处 理 是 一 种 特殊 的 赋值 处 理 。 

公理 W (顺序 公理 ) 当 苹 值 公理 多 次 使 用 时 必须 进行 分 层 。 
第 一 层 是 对 某 事件 4 进行 ;第 & 二 1 层 只 能 对 & 层 的 某 些 使 用 块 
(假定 为 Du ,Di ，…,D; ) 进 行 赋值 处 理 ( 人 一 1,2,3,……)。 并 且 存 在 
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正 整 数 MM 使 得 kME=1 ;2,3,…) 和 成 立 


x 
r 


limP | Up =0 (2.11. 3) 


称 使 用 块 是 终极 的 ,如 果 它 是 第 六 层 的 使 用 块 ,第 十 1 块 不 
对 它 进行 赋值 处 理 。 此 公理 中 的 M 保证 终极 使 用 块 的 总 数 或 为 有 
限 个 ,或 为 可 列 个 。(2. 11. 3) 保 证 使 用 块 所 赋 概 率 遵守 公理 W。。 

公理 Wh( 几 何 赋 概 公理 ) 对 维 波 莱 尔 试验 (R",%B") 使 用 顺 
序 公理 时 不 受 正 整数 M 和 (2. 11. 3) 的 限制 ,但 要 求 &>oo 时 第 
层 的 每 个 使 用 块 的 概率 趋 于 零 。 

公理 vs( 独 立 实验 公理 ) 假定 实验 @ 产生 概率 空间 
(02;,.F,,P,) (jEJ,J 为 任意 指标 集 )。 如 果 对 任意 的 JE, 实验 
9, 的 结果 ( 指 宏 , 中 事件 及 其 概率 ) 不 受 其 他 实验 的 影响 , 则 联合 
实验 2" 产生 的 概率 空间 是 | 1 11, 了 中) 


特别 ,假定 G 罗 产生 (2,. 天 PP) 用 和 < 分 别 表示 把 < 独立 
地 ,重复 地 进行 次 或 可 列 次 产生 的 新 实验 ,那么 A 和 分别 产 
生 独 立 重 复 概率 空间 C2,",P") 和 (0 , 记 ,P")。 
公理 W( 频 率 公 理 ) 设 实验 2 产生 概率 空间 (0, 多 ,P)。 如 
果 把 8 独立 地 重复 地 进行 可 列 次 ,那么 对 任意 的 AE .这 ,在 
(GO= ,多 ”,P=) 中 成 立 
Pp™ wllim 


v a 


=P(A))=1% (2. 11. 4) 


这 里 w= (wi， 2 9 9 0° EQ wa(o) 表 示 包 的 前 个 坐标 中 使 
得 wEAG=1,2,…,n) 的 个 数 。 
直观 上 ,wa(w) 表 示 前 wm 次 进行 实验 4 时 事件 4 出 现 的 次 数 。 


因此 称 2 为 事件 4 在 样本 点 w 上 的 频率 。 公理 内 is 表明 we 





，@ 习惯 上 ， 这 个 式 子 又 可 写 为 lim zaee 一 己 C4) (a. s. w) 
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时 事件 4 的 频率 的 极限 存在 且 等 于 4 的 概率 . 定理 2. 7. 8 保证 公 
理 Vs 与 前 五 组 公理 相 容 。 同 样 ,定理 2. 9. 6 的 推论 保证 公理 Vis 
也 有 这 样 的 相 容 性 。 


2. 11.2 古典 型 概率 空间 建 模 


定理 2.11.1 设 (Q2, 多 ) 是 二 型 标准 试验 ,2= (wz …， 
w,}。 如 果 人 们 接受 用 划分 {{w) 一 1,2，…2} 对 有 进行 等 可 能 性 
处 理 , 那 么 公理 现在 (2, 多 ) 上 赋予 古典 型 概率 测度 已 (到 ) ,并 得 
到 古典 型 概率 空间 (8 到, 己 )。 

证 明 使 用 公理 WL 后 得 到 (2. 7. 10) 。 应 用 引 理 2.7. 2 及 其 推 
论 即 得 定理 结论 。 证 毕 

现实 中 的 型 标准 试验 是 否 能 用 最 细 划 分 对 0 进行 等 可 能 
性 处 理 视 情 况 而 定 ,并 最 终 要 经 受 实践 的 检验 。 通 常 . 人 们 能 够 接 
受 对 2.4 节 中 例 1, 例 5 和 例 8 的 等 可 能 性 处 理 . 根据 孟 德 尔 遗 传 
学 理论 ,对 2.4 节 例 3 能 进行 等 可 能 性 处 理 , 对 例 4 则 不 能 。 
2.11.3 离散 型 概率 空间 建 模 

给 定 随 机 试验 (2 ,多 ) 。 假 定 对 它 已 经 使 用 顺序 公理 县 第 一 层 
处 理 的 事件 是 必然 事件 2. 用 已 , ,及 :,，…, 媚 .,… 表示 全 体 终极 使 
用 块 , 且 令 H, = ON JH.( 它 可 能 是 空 集 )。 因 些 

Oo = {Ho His Hanne) (2. 11. 5) 
是 人 2 的 一 个 划分 ,用 表示 顺序 公理 赋 子 事件 H; 的 概率 值 
(i 之 1), 由 (2.11.3) 推出 >)f = P(Q) = 1。 即 是 说 , 顺序 公理 
赋予 离散 型 标准 试验 (和 ,ol(2V)) 上 一 个 概率 分 布 律 
HY H, … HH, … H, 
/: ff fo fo 0 
应 用 定理 2. 8. 1 得 出 这 个 分 布 律 在 ( 殖 ,cC25)) 上 惟一 地 确定 一 
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(2. 11. 6) 








个 概率 测度 P(c(22))。 于 是 证 明了 

引 理 2. 11.1 给 定 随 机 试验 (2,. 多 )。 在 其 上 使 用 顺序 公理 
后 得 到 子 试验 (Q,oC2BL)) 上 的 概率 测度 PCc(C2c)) 和 离散 型 标准 
概率 空间 (2 ,ol ),P)。 

例 1 假定 硬币 无 破损 ,桌面 光滑 ,投掷 时 无 倾向 性 。 试 建立 
2.4 节 例 9 中 试验 (02,,. 宛 ,) 上 的 概率 测度 。 

解 ”在 假定 的 条 件 下 人 们 接受 用 划分 {{w , {ws sws，… ,ww })} 
对 0 进行 等 可 能 性 处 理 。 于 是 


Ptw 六 = PC4) = (2.11.7) 


这 里 一 (op so )》 。 第 二 层 处 理 只 对 Al 进行 。 人 们 接受 用 
划分 { {ws} ， {os ys 9 ee }} 对 A, 进行 等 可 能 性 处 理 。 于 是 
POws)) = PA) = PA) 一 二 (2.11.8) 
这 里 4, 二 {03 ,ww )。 如 此 继续 ,第 层 处 理 只 {对 A,- -1 = (0w, 9 
wi" ww) 进行 ,是 接受 用 划分 {{w,)， {aps Wat2 ,ww )) 对 
4 进行 等 可 能 性 处 理 。 于 是 
Ptw 力 = PA) 一 到 PC4 一 去 (2.11.9) 
这 里 4 一 (win Wo )。 由 归纳 法 ,能 够 对 任意 正 整 数 层 进 
行 处 理 。 
和 作 全 生生 和 八代 全 用兵 )G 一 1,2,3， 
…) (注意 , 它 不 包括 (iw})。 由 引 理 2. 11. 1 得 出 顺序 公理 在 


《02 多 。) 上 赋 子 分 布 律 
WI Ww; Cn Ww, 
i111 1 .1 .， 0 〈2. 11. 10) 
2 4 2 


用 P( 久 ,) 表 示 它 产生 的 概率 测度 。 最 终 , 我 们 用 顺序 公理 建立 了 
2.4 节 例 9 中 实验 产生 的 概率 空间 (0, ,多 ,,P)。 
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定理 2.11.2 设 (2, 多 ,P) 是 任意 的 离散 型 概率 空间 。 假 定 
(2, 多 ) 已 知 ,那么 能 够 用 顺序 公理 在 其 上 赋予 概率 测度 已 (多 ) 。 
证 明 不 失 一 般 性 , 设 


02 一 (oa (2.11. 11) 
已 (多 ) 的 分 布 律 为 

TY (2.11.12) 

fr fo ff, 和 


首先 假定 (0,. 多 ) 是 标准 的 。 现在 对 它 使 用 顺序 公理 。 第 一 层 
处 理 是 用 划分 {{w) ,A1} 和 
Pl{w}))=f: P(A)=1—/ (2.11. 13) 
对 0 进行 赋值 处 理 , 这 里 A)== {wz,w，…)。 
第 x 层 处 理 是 用 4.- := {wsows+…)} 的 划分 {{w)》, 4。 和 


PlUw) =f., P(A)=1— Df (2.11.14) 
i=1 


对 4 ,进行 赋值 处 理 , 这 里 4A.= {4 ,wis )。 

应 用 归纳 法 能 够 对 任意 正 整数 层 进行 处 理 。 对 (2,. 多 ) 使 用 顺 
序 公理 的 结果 是 获得 分 布 律 (2. 11. 12), 从 而 得 到 概率 测度 
已 (多 )。 

随后 假定 (2 多) 是非 标 准 的 。 那 么 应 用 定理 2. 5. 3( 或 定理 
2. 5. 6) 把 它 化 为 标准 的 ,再 用 已 证 的 结论 即 完成 证 明 。 证 毕 


2.11.4 几何 型 概率 空间 建 模 


设 (D, 朋 (CD)) 是 忆 上 的 波 菜 尔 试验 ,w 是 (R" ,5 纪 ) 上 的 勒 贝 
格 测度 。 假 定 0<p(CD)< 十 oo。 
由 勒 贝 格 测度 的 理论 得 知 ,存在 DD 的 子 集 De 和 Di=D\D。 
使 得 ADo) 一 ApACDiD 。 如 果 认 定 Du 和 DD， 有 同样 的 出 现 可 能 性 , 那 
么 人 们 接受 用 划分 {D,, Di}) 对 必然 事件 D 进行 等 可 能 性 处 理 。 
于 是 
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P(D) 一 PCD)= 工 An 
? !’ 2 AD) 
这 是 顺序 公理 中 的 第 一 层 处 理 。 
第 二 层 处 理 同时 对 两 个 使 用 块 D, (i1 一 0 或 1) 进行 。 每 个 使 
用 块 进行 类 似 于 D 的 等 可 能 性 处 理 , 得 到 四 个 使 用 块 Di (ii,is 二 
0,1) 和 


(= 二 0 或 1) (2. 11. 15) 


A Di,) 
kA(D 

假定 前 x 一 1 层 处 理 完毕 ,得 到 使 用 块 DiGi1vi， wi 

二 0,1) ,公理 Vi 保证 第 x 层 可 以 对 此 2”! 个 使 用 块 同时 进行 类 似 

于 DD 的 等 可 能 性 处 理 .实施 细则 为 , 先 闭 得 D..， 的 划分 

Driei_y0;Dia.…in} 且 它们 有 相同 的 勒 贝 格 测度 。 然 后 认定 它们 

有 同样 的 出 现 可 能 性 ,于 是 人 们 接受 用 这 个 划分 对 Pi, 进行 
等 可 能 性 处 理 且 得 到 


1 
P( Ds, ) 一 aP( 站] 一 pr 





(zyzz = 0,1) (2. 11. 16) 


人 交合 


(2. 11. 17) 
如 此 继续 ,归纳 法 保证 可 以 对 任意 正 整数 层 进行 处 理 。 
用 多 表示 应 用 顺序 公理 后 的 所 有 使 用 块 组 成 的 集合 。 它 是 
DBD = {Di ln 2 boiias sis = 01) (2.11.18) 
众所周知 ,对 适当 选择 的 使 用 块 ( 例 如 , 当 D 是 有 界 集 时 只 须要 求 
n>co 时 n 层 使 用 块 的 直径 趋 于 零 ) 成 立 分 (DD)=o( 多 ) 和 


£(B) 


P(B) = 0D) 


(BE HW (D)) (2. 11.19) 


于 是 证 明了 
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定理 2.11.3 设 (D, 环 (CD)) 是 忆 上 的 波 菜 尔 试验 旧 0 过 
HpCD)< 十 ce ,那么 应 用 公理 Wi ,Vs 和 VW 可 以 在 其 上 赋予 几何 概 
率 测度 PC 和 (DD)) 和 得 到 几何 型 概率 空间 (D ,2"(D),P)。 


2.11.5 7 维 柯 氏 概率 空间 建 模 


定理 2.11.4 设 (R",B",P) 是 任意 的 维 柯 氏 概率 空间 。 那 
么 能 够 应 用 公理 Vi~ Vi 在 (R",29") 上 赋 邓 概率 测度 已 (2 ) 。 
证 明 只 证 4=1 的 情形 。n 半 1 时 证 明 类 似 , 只 是 记号 烦琐 。 
用 (zx) 表示 PL 名) 的 分 布 函 数 ,首先 假定 F(z) 是 连续 洱 数 。 
这 时 存在 实数 a 使 得 R(a)= 辽 。 如 果 认 定 Do=( 一 03,u] 与 
Di=(a, 十 cc) 有 同样 的 出 现 可 能 性 ,那么 人 们 能 够 接受 用 划分 
{Do,D,} | 等 可 能 性 处 理 ,得 到 
P(D,)= 六 =F(B)— Fe) (=0,1) 
(2. 11. 20) 
其 中 (Ca ,Bj] 代 表 使 用 块 D; ,并 且 人 允许 @ ,Bi 取 一 2 和 十 oo(i= 
0,1)。 这 是 第 一 层 处 理 ， 
第 二 层 处 理 将 对 两 个 使 用 块 D, 和 D, 同时 进行 。 由 F(x) 的 


连续 性 推出 ,存在 实数 co 和 ai 使 得 Fas) 一 个,P(CoD) 一 衬 。 令 
Do = (一 coalio],Du = (aioyai]， 
Dio = (aail],D = (al 十 co) 
如 果 认 定 Dio 和 Da=0 或 1) 有 同样 的 出 现 可 能 性 ,那么 人 们 
接受 用 划分 {D,。D,,} 对 D; 进行 等 可 能 性 处 理 , 得 到 
P( Ds) = 去 PLD 到 
=F (Bi)—F(a) {iis=0,1) (2.11.21) 
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其 中 ( Qi, ;Bii, | 是 使 用 块 Dii, (iivi2 =0,1)。 
假定 前 "一 1 层 处 理 进行 完毕 。 第 ”一 1 层 的 使 用 块 是 
Di ,= (Go 四 ， ] s(t29r la 10,1) 

(2. 11. 22) 

公理 Wi, 保证 第 层 处 理 可 以 同时 对 这 些 ( 共 2"…! 个 ) 使 用 块 进行 

处 理 。 用 (a,B] 作 为 (2. 11. 22) 中 区 间 的 代表 (省 略 下 标 )。 由 大 (z) 

的 连续 性 得 知 , 在 (%,p) 中 存在 点 7 使 得 PC) 一 Fa) 十 庆 。 如 果 

认定 (a,7] 与 (Y,B] 有 同样 的 出 现 可 能 性 ,那么 人 们 接受 用 划分 

{Ca,7],(7,8]} 对 (a,8] 进 行 等 可 能 性 处 理 。 于 是 得 到 PCCa.71) 一 


P((Y,B])= 记 P(e,8]) 一 辫 。 恢复 下 标 后 得 到 
P( Di )=5P( Dn 1 志 =F (Bi ) 一 下 (om a 
(1 (2. 11. 23) 


其 中 (op 是 第 二 层 处 理 的 使 用 块 Di,.…。 
公理 Vi; 和 W 保证 可 以 进行 任意 正 整 数 层 处 理 , 使 用 公理 Vi， 
完毕 后 把 所 有 使 用 块 组 成 集合 多 , 即 
B= {Di Nn hivios si = 0,1} (2.11.24) 
众所周知 ,多 =o( 才 ) ,上 述 赋 了 予 的 数值 P(2) 惟 一 地 扩张 成 好 上 
的 概率 测度 P( 名 )。 下 证 P( 镶 ) 的 分 布 函 数 是 F(x), 即 证 明 
F(z) = P((— ,7]) (2. 11. 25) 
事实 上 , 若 z 是 使 用 块 的 端点 ,等 式 是 等 可 能 性 处 理 与 概率 有 限 
可 加 性 的 结果 。 对 一 般 的 zx, 这 个 等 式 可 由 F(z) 的 连续 性 与 概 
率 测度 的 上 、 下 连续 性 推出 。 得 证 P( 多 ) 是 定理 中 给 定 的 概率 
测度 。 
随后 假定 F(x) 是 一 般 的 分 布 函 数 。 应 用 勒 贝 格 分 解 定理 得 
F(x) = aFi (x) + oF, (x) (2.11. 26) 
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其 中 (x) 是 离散 型 分 布 函 数 了 ,F(x) 是 连续 的 分 布 函数 ,a， 
ww0H w 十 一。 

于 是 ,应 用 定理 2. 11. 2 可 以 在 (CR, 马 ) 上 赋 子 分 布 函数 
PCz), 应 用 已 证 的 结论 可 以 赋予 分 布 国 数 忆 (z)。 从 而 可 以 赋予 
分 布 函数 (x), 并 用 它 产生 概率 测度 P( 才 )。 证 毕 


2.11.6 独立 乘积 概率 空间 建 模 


公理 Vs 给 出 独立 乘积 概率 空间 的 建 模 方法 , 它 在 应 用 中 已 
经 广泛 使 用 。 下 述 定理 解释 古典 型 概率 空间 在 应 用 中 大 量 出 现 的 
原因 。 

定理 2.11.5 设 实验 2; 产生 古典 型 概率 空间 (02 ,7 '.P')。 
假定 诸 实 验 6;G==1,2,…,n) 相 互 无 关联 ( 即 遵 守 公理 Vs 的 条 
件 ). 用 有 表示 加 ,6,、… ,2 的 联合 实验 ,那么 8" 产生 的 独立 乘 


积 概率 空间 1I 9, [| 2, II 户 ] 是 吉 典 型 的 。 
证 明 ”不妨 假定 02 含有 个 元 素 。 在 这 个 假定 下 可 以 写 出 


[es 一 { C0) coop 0 ) | cu € 人 二 1，2,.…7} (2.11.27) 


[[ i= (4, x A x xX ANA EE Fi = 1,2,..n)} 
(2. 11. 28) 
并 且 ]] 2 含有 mwe…w 个 样本 点 ,把 科 积 概率 测度 | P 简 记 为 
P, 我 们 有 
P(A Xx A, > :1 xX A,) = PI'(A. P(A,)-…P"(A,) 


@@ 用 ={zisxz,…) 表 未 K(x) 的 间断 点 的 集合 ,众所周知 ,Fi(x) 与 人 上 的 菜 分 
布 律 f(x) (n 之 1 相互 椎 一 确定 。 
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_ 全 生 含 9 中 样本 点 的 个 数 
i ns; 


_4XAX…X4, 合 0 X02 XxX… X47 中 样本 点 的 个 数 


7j21722， Nn 





《2. 11. 29) 
得 证 ( [| 2, [] ,LP) 是 古典 型 概率 空间 。 证 毕 


2. 11.7 频率 公理 的 重要 性 


现实 中 人 们 无 法 把 一 个 实验 & 无 限 次 重复 地 进行 。 因此 公理 
Vs 中 的 等 式 


lim 2 = PC4) (a.s.w) (2. 11. 30) 


不 能 用 于 求 P(A4) 的 精确 值 ,只 能 确定 它 的 近似 值 。 即 便 如 此 ,人 
们 仍然 可 以 按 1. 3 节 第 (5) 段 的 方法 进行 建 模 , 孟 德尔 的 工作 是 最 
光辉 的 建 模范 例 之 一 。 

频率 公理 在 概率 论 中 的 重要 性 在 于 : 

(1) (2. 11. 30) 是 理解 抽象 概念 “概率 ”的 重要 工具 ， 

(2) (2. 11. 30) 是 检验 概率 论 理论 体系 是 否 有 效 的 重要 工具 。 

(3) (2. 11. 30) 是 数理 统计 的 基础 。 在 这 个 基础 上 发 展 出 的 统 
计 方 法 成 为 发 现 .建立 和 检验 其 他 科学 理论 或 科学 规律 的 一 种 重 
要 的 科学 方法 。 

等 可 能 性 原理 和 概率 的 频率 解释 是 支撑 整个 概率 论 大 厦 的 两 
大 支柱 。 因 此 自然 公理 系统 不 把 它们 视 为 前 五 组 公理 的 推论 ,而 把 
它们 作为 并 列 的 公理 ,成 为 建 模 的 依据 。 
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第 3 章 随机 变量 简介 


自然 公理 系统 在 引进 因果 空间 后 又 引进 了 空间 中 的 两 类 “图 
形 ” 一 一 随机 试验 和 概率 空间 ,以 及 研究 它们 的 工具 一 一 联合 试验 
和 条 件 概率 。 于 是 ,公理 化 后 概率 论 转向 研究 因果 空间 中 各 种 各 样 
的 “图 形 ”, 特 别 是 各 种 各 样 的 随机 试验 和 概率 空间 .研究 的 基本 任 
务 可 以 归结 为 : 

(1) 寻找 应 用 中 的 随机 试验 ,并 研究 不 同 试验 (包括 各 种 子 试 
验 ) 之 间 的 关系 。 

(2) 根据 应 用 问题 的 要 求 在 试验 (02,. 光 ) 上 进行 赋 概 ,得 到 人 
们 能 接受 的 概率 空间 (0,.F,P)。 在 多 数 情况 下 只 能 获得 P() 
的 部 分 知识 。 

(3) 给 定 (0Q,. 志 ,PP), 寻 找 概率 空间 蕴含 的 统计 知识 ,特别 是 
其 中 的 统计 规律 。 

(4) 研究 不 同 概率 空间 之 间 的 关系 ,特别 是 关系 中 的 统计 知 
识 和 统计 规律 。 

通常 ,数理 统计 侧重 于 研究 基本 任务 (1) 和 (2); 概 率 论 侧重 于 
研究 任务 (3) 和 C4)?。 如 果 我 们 把 研究 对 象限 于 波 莱 尔 试验 和 柯 
尔 莫 哥 洛 夫 概 率 空间 , 则 基本 任务 可 以 具体 化 为 : 

Q@ 寻找 应 用 中 需要 的 波 莱 尔 试验 和 它 的 各 种 子 试验 ,并 研究 
它们 之 间 的 关系 。 

@@ 根据 应 用 问题 的 要 求 ,寻找 波 莱 尔 试验 上 的 分 布 函 数 ( 即 





@ “概率 论 ”-- 词 有 广义 的 和 狭义 的 理解 方式 。 此 处 是 按 狭 义 的 方式 理解 。 本 书 
中 其 他 各 处 皆 按 广义 的 方式 理解 , 即 数理 统计 也 是 概率 论 的 一 部 分 。 
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在 试验 上 赋 概 ), 得 到 应 用 问题 需要 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 概率 空间 .在 
多 数 场合 中 我 们 只 能 得 到 分 布 函数 的 部 分 知识 。 

@ 研究 柯 尔 莫 哥 洛 夫 概 率 空间 蕴含 的 统计 知识 ,特别 是 此 中 
的 统计 规律 。 

了 研究 不 同 柯 尔 黄 哥 洛 夫 概率 空间 之 间 的 关系 。 特别 是 关系 
中 的 统计 知识 和 统计 规律 ， 

随机 变量 或 随机 变量 族 是 定义 在 (Q.. ,P) 上 的 -类 特殊 的 
点 函数 。 由 于 在 它 的 值 域 上 存在 柯 氏 型 概率 空间 ,因此 我 们 能 够 用 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 概率 空间 的 统计 知识 获得 (2,. 多 ,已 ) 的 大 量 统计 知 
识 和 统计 规律 。 习 惯 上 人 们 把 这 些 知 识 和 规律 称 为 随机 变量 (或 
族 ) 蕴 含 的 统计 知识 和 统计 规律 。 即 是 说 ,在 一 定 的 意义 下 能 够 把 
上 述 的 基本 任务 (1 一 (4) 转 化 为 中 一 全 ,因此 随机 变量 成 为 研究 
抽象 概率 空间 的 一 种 主要 工具 。 

非常 有 趣 的 事情 是 ,即使 (2,. 多 ,PP) 不 能 够 具体 写 出 ,我 们 仍 
然 可 以 借助 于 柯 尔 莫 哥 洛 夫 概率 空间 获得 (2, 丈 ,已 ) 上 随机 变量 
(或 族 ) 的 统计 知识 和 统计 规律 。 

另 一 方面 ,应 用 中 所 关心 的 随机 现象 皆 来 自 于 某 个 抽象 的 概 
率 空 间 (Q2 ,多 ,已 )。 在 许多 场合 下 ,我们 只 能 论证 CQ , 罗 , 忆 ) 存 在 ， 
但 无 法 具体 地 写 出 它 ( 例 如 3. 1 节 中 的 天 气 预 报 实验 )。 在 这 种 情 
况 下 如 何 研究 所 关心 的 随机 现象 呢 ? 为 此 ,人 们 引进 刻画 所 关心 的 
随机 现象 的 数量 化 指标 ,并 转 为 研究 仅 与 指标 有 关 的 随机 现象 . 例 
如 ,在 掷 侦 子 的 实验 中 引进 数量 化 指标 "1,2,3,4,5,6”; 在 天 气 预 
报 实验 中 引进 温度 .湿度 …… 并 且 根 据 需 要 构造 新 的 数量 化 指标 。 
可 以 论证 (参看 3. 1 节 ) ,数量 化 指标 是 随机 变量 ; 与 指标 有 关 的 随 
机 现象 蕴含 的 统计 知识 和 统计 规律 是 随机 变量 的 统计 知识 和 统计 
规律 ,于 是 ,随机 变量 提供 了 研究 数量 化 指标 的 一 种 行 之 有 效 的 方 
法 ,促进 了 现代 科学 ,特别 是 社会 科学 定量 化 研究 的 进程 。 

鉴于 上 述 的 两 个 方面 ,随机 变量 成 为 概率 论 在 公理 化 后 主要 
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的 研究 对 象 。 

本 书 的 目的 是 建立 自然 公理 系统 ,因此 只 能 对 随机 变量 进行 
非常 简短 的 介绍 。3. 1 节 论 证 随机 变量 成 为 概率 论 主要 研究 村 象 
的 必然 性 。3. 2 节 介 绍 随机 变量 概念 和 研究 它 的 工具 一 -分 布 函 
数 和 数字 特征 。3. 3 和 3.4 节 讨 论 随机 变量 之 间 的 关系 ,介绍 随机 
变量 族 概念 和 研究 它们 的 工具 一 一 各 种 分 布 肾 数 和 数字 特征 .条 
件 概率 和 条 件数 学 期 望 ， 


3.1 随机 变量 的 直观 背景 


3.1.1 直观 背景 : 概率 空间 已 知 的 情形 

甲乙 、 肉 、 丁 四 人 博 奕 。 庄家 丁 准备 做 2.4 节 例 5 中 实验 4;: 
投 撕 一 颗 质 料 均匀 的 崩 子 一 次 ,甲乙 、 丙 是 财 客 ,他 们 和 庄家 约定 
的 输赢 规则 分 别 为 (假定 a 关 0) 





























从 子 掷 出 的 点 数 
十 (3. 1. 1) 
甲 赔钱 数 ( 元 ) 
仍 子 掷 出 的 点 数 
7 时 
乙 说 钱 数 (元 ) | ‘3.1.2 
骨 子 掷 出 的 点 数 
丙 赢 钱 数 (元 ) | 一 : (3. 1. 3) 
若 用 * 表示 庄家 丁 赢 钱 的 数目 , 则 
5 一 一 (人 十 7 十 旨 (3. 1. 4) 
s 也 可 以 用 表格 表示 为 
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仍 子 掷 出 的 点 数 1 2 3 4 5 6 
丁 赢 钱 数 ( 元 ) a a a a a a 

四 位 博 奕 者 关心 的 事情 是 “自己 赢 钱 还 是 输 钱 ? 输 赢 多 少 钱 ?” 
姑且 假定 他 们 不 关心 其 他 的 事情 ,那么 他 们 只 须 关心 催 子 出 现 的 
点 数 和 各 自 的 输赢 规则 。 让 我 们 重点 分 析 £, 即 考察 甲 所 关心 的 
事情 。 

(1) 博 奕 存在 的 基础 是 概率 空间 (0; ,7 : ,Ps) 

博 奕 进行 的 前 提 是 庄家 做 实验 4;。4; 产生 概率 空间 
(Qs, 多 ,Ps;), 其 中 (Qs, 多 ;) 是 2. 4 节 例 5 规定 的 随机 试验 ， 
Pi( 罗 。) 是 古典 型 概率 测度 。 

(2)》 是 定义 在 (25 多,,P,) 上 的 点 函数 

表面 上 , 甲 语 钱 数 是 一 个 不 确定 的 量 。 随机 会 而 取 值 : 掷 
出 奇数 点 , 赢 a 元 钱 ; 掷 出 偶数 点 , 输 a 元 钱 。 

样本 空间 的 重大 意义 在 于 它 的 存在 导致 人 们 发 现 $ 是 定义 在 
0 上 的 实 值 函数 。 事 实 上 ,(3. 1. 1) 是 它 的 表格 式 , 它 的 解析 式 为 

| a, w= 1,3,5 
E(w) = ， (3.1.6) 
(一 a， 中 一 2,4,6 

(3) 产生 子 试验 (02; ,0(8§)) 

常识 表明 , 甲 不 关心 多 ;中 的 所 有 事件 。 他 只 关心 4 个 事件 ， 
它们 是 





1G ,{1,3,5}),{2,4,6},0,} (3.1.7) 
其 中 905 和 名表 达 实 验 3; 是 否 进行 ;另外 两 个 事件 表达 


“ 赢 a 元 钱 ”={1,3,5) 二 {wlE(w)=a} 对 (ao (3.1.8) 
“ 输 a 元 钱 ”={2,4,6} = {w|&(w) = 一 a) g 人 = 一 < 
(3.1.9) 
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由 此 看 出 ,一 个 事件 有 多 种 表示 方法 。 左 端的 “文字 表示 法 ”反映 事 
件 的 现实 内 容 , 其 余 的 表示 式 反映 它 是 .有 * 中 元 素 ,其 中 右 端 的 表 
示 式 简单 。 
为 了 便于 推广 ,我 们 把 上 述 常 识 改 述 为 : 甲 (正确 地 说 ,6) 关 心 
的 芽 事 件 集 是 
= 《CE 一 ca) 一 一 4)) (3. 1. 10) 
他 关心 的 全 部 事件 组 成 事件 c 域 c(.e ) ,通常 用 c(6) 表 示 。 于 是 
0() = oC ) = {GE = a),(6 = a),f,} 
(3. 1. 11) 
今后 , 称 o(&) 为 产生 的 事件 o 域 , 称 (0Q2;,0(8)) 为 产生 的 
子 试验 。 
(4) 和 的 表现 概率 空间 和 分 布 律 
称 (0;,a(&) ,PP;) 为 的 表现 概率 空间 。 由 定理 2.8. 1 得 出 概 


率 测度 P;Ca(é§)) 与 分 布 律 
人 =—a) {=a)} —a a 
1 1 |, 简 记 为 | 1 1 | (3.1.12) 
2 2 2 2 














相互 惟 -- 确 定 。 称 (3. 1. 12) 为 上 的 分 布 律 。 

综合 (1)~(4) 得 出 , 甲 不 必 关 心 (02;,. 记 ,Ps) 的 全 部 统计 知 
识 。 他 只 关心 子 概率 空间 (Qs ,oC(&),P;)。 

同 理 , 忆 和 丙 只 关心 各 自 的 表现 概率 空间 (02; ,oc(7),P;) 和 
(Qs,0(6) ,P5) ,其 中 c077 和 5) 分 别 是 芽 事 件 集 

-ez 一 人 (07 一 一 20) (7 一 C))} (3. 1. 13) 


生成 的 事件 o 域 ;P:(o(7)) 与 PCo(8)) 分 别 由 7 与 8 的 分 布 律 


一 2a a | 
1 2 (3. 1.15) 
3 3) 
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(3.1.16) 











3 3 6 6 
确定 。 同 样 , 丁 只 关心 : 的 表现 概率 空间 (02;,o(s),P;), 其 中 
o(s) = 二 {3 ,2),P;lo(s)) 由 分 布 律 
a 
1 
确定 。 有 趣 的 是 , (02;.o(s),P;) 是 退化 概率 空间 , 它 反 映 博 奕 中 的 
事实 ; 丁 对 角 子 出 现 的 点 数 写 无 兴趣 ,他 只 关心 实验 8; 是 否 进行 。 


3.1.2 分 布 律 的 重要 性 


为 了 叙述 简单 和 方便 ,提前 把 ,7,… 这 类 量 一 般 化 。 
规定 1? 给 定 概率 空间 (2,. 多 ,PP) 和 实 值 函数 X(o),wEDQ。 
称 X 为 离散 型 随机 变量 ,如 果 只 取 有 限 或 可 列 个 实数 值 r ,rz， 
… ,并且 能 产生 表现 概率 空间 (2,c(X),P)。 其 中 
o(X)= oo{(X= zr) X= x) ,ee)} (3. 1. 18) 
P(c(CX)) 由 分 布 律 


(3. 1. 17) 








f 闻 | (3. 1.19) 
ff | 


确定 。 
规定 2 称 数值 2 zx/ 为 和 的 数学 期 望 , 记 为 EX; 称 数值 


> Cz 一 EX)?f, 为 X 的 方差 , 记 为 DX。 


应 用 分 布 律 (3. 1. 19) 可 以 构造 许多 的 数值 ,泛称 为 X 的 数字 
特征 , EX 和 DX 是 两 个 最 重要 的 数字 特征 。 特别 , 当 和 具有 特殊 


@ 由 于 本 节 不 能 定义 任何 概念 和 符号 (参看 2. 3 节 第 (2) 段 中 的 脚注 ), 所 以 这 里 
采用 “规定 ”~- 词 。 事 实 上 ,规定 只 给 出 概念 的 不 严谨 的 定义 。 
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分 布 律 











XI To Xs 
1 1 1 (3. 1. 20) 
n nn n 
时 数学 期 望 成 为 
EX 一 习 二 于 下 二 妇 (3. 1.21) 
它 就 是 常识 中 的 “x 个 数 z ,xz;,… ,xz; 的 平均 值 ”这 个 事实 是 数学 
期 望 获得 广泛 应 用 的 源头 。 


分 布 律 的 重要 性 在 于 :即使 (0,.F,P) 未 知 ,只 要 分 布 律 已 
知 , 就 能 写 出 X 的 表现 概率 空间 (0,o(X),P)。 

事实 上 ,由 分 布 律 (3. 1. 19) 中 的 第 一 行 得 出 匀 的 芽 事 件 集 为 

-一 (人 (X 一 Ti) (人 一 To) } (3. 1. 22) 

从 而 X 产 生 的 事件 o 域 vc(X) 已 知 ,概率 测度 已 (c(X)) 由 分 布 律 
(3. 1. 19) 确 定 ,0 是 X 的 定义 域 ( 如 果 它 无 法 获得 ,应 用 引 理 
2. 4. 1 可 随意 地 选择 一 个 样本 空间 ) .于 是 ,我 们 写 出 了 表现 概率 空 
间 (Q,o(X),P), 

分 布 律 的 重要 性 还 在 于 :分 布 律 (3. 1.19) 蕴 含 X 的 全 部 统计 
知识 ,并 产生 研究 X 的 新 工具 一 一 数字 特征 。 

容易 看 出 ,对 于 3.1. 1 段 中 的 四 人 博 奕 问题 , 当 a 取 不 辣 值 时 
用 (3.1.1) 规 定 的 是 不 同 的 ,但 是 这 些 不 同 的 《有 相同 的 表现 概 
率 空间 。 因 此,é 蕴含 的 统计 知识 比 它 的 表现 概率 空间 更 丰富 。 丰 
富 部 分 来 自 于 的 取 值 ,因为 这 些 值 赋 子 了 cz(6) 中 事件 更 多 的 现 
实 内 容 ( 参 看 (3. 1.8) 和 (3. 1. 9))。 如 何 表达 这 部 分 统计 知识 ,只 能 
求助 于 博 奕 者 。 

精明 的 博 奕 者 会 提出 一 系列 的 问题 :输赢 规则 公平 吗 ? 如 果 不 
公平 ,对 哪 方 有 利 ? 每 局 博 奕 期 待 赢 多 少 钱 ? 真实 的 赢 钱 数 与 期 待 
值 相差 多 少 ? 等 等 。 
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精明 的 博 突 者 回答 :输赢 规则 和 7 是 公平 的 ,因为 期 待 的 赢 
钱 数 为 零 ; 规 则 的 期 待 颖 钱 数 为 一 ,所 以 &>0 时 对 丙 不 利 ,a 志 
0 时 对 丙 有 利 ;规则 * 的 讨论 类 似 。 其 中 期 待 的 赢 钱 数 是 用 
(3.1.1) 一 (3.1.4) 算 出 的 平均 值 (3. 1. 21) 。 

概率 论 比 博 奕 者 更 精明 , 它 把 仅 对 特殊 情形 (3. 1. 20) 才 有 的 
“平均 值 ? 概 念 推广 到 -- 般 情形 (3. 1. 19) ,产生 出 数学 期 望 的 概念 。 
应 用 规定 2 与 (3. 1. 12),(3.1.15) 一 (3. 1.17) 容 易 算 出 

Eee-=E7-=0,E5 一 一 ca,Es=a (3. 1. 23) 

它 和 博 奕 者 的 经 验 一 致 。 

至 此 ,概率 论 找 到 了 表达 离散 型 随机 变量 统计 知识 的 最 简单 ， 
最 方便 的 工具 一 一 分 布 律 和 数字 特征 。 


3.1.3 直观 背景 : 概率 空间 未 知 的 情形 


用 4 表示 实验 “天 气 预 报 ”。 气象 台 每 天 都 发 布 明天 的 最 高 温 
度 为 了 ,最 低温 度 为 Ti, 以 及 有 关 南 雪 阴 晴 的 天 气 预报 。 试 问 : 如 
何 理解 天 气 预报 中 的 这 些 指标 ? 下 面 以 最 高 温度 T 为 例 进 行 讨 
论 。 为 叙述 准确 ,不 妨 认为 下 是 明天 中 午 12 点 的 气温 。 

表面 上 看 ,T 是 一 个 不 确定 的 量 ,要 事先 预言 它 的 值 是 办 不 到 
的 。 因 为 气象 条 件 不 同时 它 取 不 同 的 数值 ,而 气象 条 件 按 偶然 的 方 
式 变化 。 鉴 于 此 ,人 们 最 初 认为 这 是 一 类 随机 会 取 不 同 值 的 变量 ， 
简称 为 随机 变量 。 

自然 公理 系统 为 随机 变量 的 研究 提供 牢固 的 基础 。 用 多 表 
示 实验 2 产生 的 全 部 事件 的 集合 。 依 据 第 下 组 公理 得 出 .多 是 事 
件 c 域 . 由 引 理 2. 4.1 得 出 ,存在 多 的 生存 随机 试验 (0,.2)。 再 
依据 (2. 7. 4) ,能 够 在 (0,.2) 上 赋予 概率 测度 P(.2) 。 总 之 实验 @ 
产生 概率 空间 (O2 ,多 ,P)。 

研究 的 困难 在 于 : (2,. 多 ,P) 虽 然 存在 ,但 无 法 具体 写 出 它 。 

克服 困难 的 办 法 是 ;放弃 获得 (9, 多 ,P) 的 全 部 统计 知识 的 
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愿望 ,转向 研究 实验 4 中 只 与 指标 了 有 关 的 统计 知识 。 具 体 的 方 
法 是 : 

(1) 能 够 进行 “天 气 预 报 ” 的 基础 是 存在 概率 空间 (0, 多 ,P)。 

虽然 (2, 多 , 疡 ) 不 能 写 出 ,但 它 仍然 有 清楚 的 直观 解释 。 样 本 
点 名 代表 实验 2 中 的 一 种 气象 条 件 。 当 w 伪 出 现时 , 即 在 这 种 气 
象 条 件 下 描述 天 气 的 所 有 指标 (例如 温度 ,湿度 , 雨 雪 阴 晴 等 ;都 取 
确定 的 数值 或 状态 ,天 气 预报 的 随机 性 表现 为 :2 中 的 所 有 样本 点 
都 有 机 会 伪 出 现 ,其 中 有 些 样本 点 伪 出 现 的 机 会 大 些 , 有 些 则 小 
些 。 使 用 概念 “ 伪 出 现 ” 的 原因 是 ,{w} 往 往 不 是 事件 ;即使 是 事件 ， 
也 经 常 是 零 概率 的 ,如 果 希 望 用 “出 现 ” 代 替 “ 伪 出 现 ”, 上 面 的 语句 
应 改 为 :天 气 预 报 的 随机 性 表现 为 , 安 中 某 些 事件 ( 它 是 一 些 样本 
点 的 集合 , 即 一 组 气象 条 件 ) 出 现 的 可 能 性 大 些 , 另 一 些 事件 出 现 
的 可 能 性 则 小 些 。 

(2) 了 是 定义 在 (2 ,多 ,P) 上 的 点 函数 

有 了 样本 空间 后 能 够 说 ,在 一 种 气象 条 件 下 指标 了 , 即 最 
高 温度 是 一 个 确定 的 数值 .因此 工 是 定义 在 0 上 的 实 值 点 函数 9。 

T=T(w),w EN (3. 1. 24) 

(3) 了 产生 子 试验 (2,c(T)) 

直观 上 ,温度 7 大 于 az, 小 于 等 于 02, “温度 7' 小 于 等 于 zx? 等 
都 是 多 中 的 事件 。 有 趣 的 是 ,虽然 样本 空间 2 不 能 写 出 ,但 形成 
这 些 事件 的 样本 点 的 集合 却 能 准确 地 表示 为 

“温度 T 大 于 a, 小 于 等 于 4。” 
={wla<T(w) ob) Lt (a<T<b) (3. 1. 25) 
“温度 了 小 于 等 于 x”= {olT(o) 入 xz) ef (Tx) (3.1.26) 


@ 在 概率 论 的 发 展 史 中 , 随 机 变量 的 认识 由 “随机 会 取 不 同 数值 的 变量 ”提高 到 
“ 它 是 样本 空间 上 的 函数 ”, 这 是 一 个 重大 的 进步 。 文 献 [21] 在 绪论 的 历史 小 记 中 说 ， 
“样本 空间 的 概念 是 由 米 泽 斯 9 习 引进 的 。 这 个 概念 使 得 有 可 能 把 概率 的 严格 数学 理论 
建立 在 测度 论 上 ”。 
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用 ol(T) 表 示 用 事件 集合 
Li 一 ((a<c7T 和 0)| 一 co<a<p0< 十 co》 (3. 1. 27) 


生成 的 事件 c 域 .常识 支持 断言 :c(7) 包 含 与 了 有 关 的 全 部 事件 ， 
因此 .er 可 以 作为 荆 的 芽 事 件 集 2。 
今后 , 称 ol(7T) 为 工 产生 的 事件 o 域 , 称 (Q,o(T)) 为 荆 产 生 
的 子 试验 。 
意义 重大 的 结论 是 :能 够 用 波 莱 尔 试验 (R, 多) 表达 
(0,0(7T')9 的 结构 。 囊 实 上 ,比较 (3. 1. 27) 和 (2. 5. 20) ,应 用 定理 
2. 4. 3 得 到 
oT) = ((T € B)IBE %) (3. 1. 28) 
其 中 (TEB)= {wT(w)€B)}。 
(4) 了 的 表现 概率 空间 和 值 概率 空间 
称 (2,c(7),P) 为 了 的 表现 概率 空间 。 于 是 ,研究 T 的 统计 知 
识 时 不 必 关 心 (Q,.F,P), 只 须 研究 它 的 子 概率 空间 (0Q,o(7')， 
P) ,其 中 oT) 中 事件 可 以 用 (3. 1. 28) 一 一 列举 。 
应 用 (3. 1. 28) ,在 (R, 兆 ) 上 引进 集 函 数 
Pr(B)=P(TEB) (BE %) (3. 1. 29) 
应 用 测度 论 中 可 测 变 换 的 知识 易 证 Pr (名 ) 是 概率 测度 "中 。 由 定 
理 2.8. 2 得 出 ,存在 分 布 隐 数 F(x),xER 使 得 Pr( 儿 ) 与 Fr(x) 
用 关系 式 
Fri(x) = PT 二 rz) (rER) (3. 1. 30) 


Pr1(B) = | daFrcz) (BE %) (3. 1. 31) 
相互 惟一 确定 。 
今后 , 称 柯 尔 莫 哥 洛 夫 概率 空间 (R ,多 ,Pr) 为 了 的 值 概率 空 


@ 参看 定理 2.5.7 及 随后 的 议论 ,以 及 2.8 节 末 注 记 。 
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间 , 且 称 Pr 多 ) 为 了 的 概率 分 布 ,Fr(x) 为 的 分 布 贤 数 。 
3.1.4 分 布 函数 的 重要 性 


分 布 函数 的 重要 性 在 于 :只 要 已 知 T 的 分 布 函数 Fir(x), 用 
(3. 1. 31) 可 求 出 概率 分 布 Pr (. 多 ) ,从 而 得 到 了 的 值 概率 空间 
(R,Z,Pr)., 

值 概 率 空间 的 重要 性 在 于 :GD 它 通过 (3.1. 28) 和 (3. 1. 29) 确 
定 了 的 表现 概率 空间 (2,c(T),P);G@) 值 概率 空间 蕴含 的 全 部 
统计 知识 。 

容易 验证 ,7 和 AZ (和 0,1) 有 相同 的 表现 概率 空间 和 不 同 的 
值 概率 空间 。 因 此 ,7 蕴含 的 统计 知识 比 它 的 表现 概率 空间 更 丰 
富 。 丰富 部 分 来 自 人 的 取 值 ,因为 这 些 值 赋 子 o(T) 中 事件 更 多 的 
现实 内 容 ( 参 看 (3. 1. 25) 与 (3. 1. 26))。 

表达 丰富 部 分 的 统计 知识 需求 助 于 天 气 预报 的 当事者 。 现 实 
中 采用 的 预报 是 

明天 的 最 高 气温 为 了 (3. 1. 32) 

其 中 了 是 一 个 确定 的 数值 。 但 是 ,按照 上 面 的 讨论 ,精确 的 预报 是 

明天 的 最 高 温度 是 随机 变量 了 , 它 有 分 布 陋 数 Fr (zx) 

(3. 1. 33) 

事实 上 ,从 后 一 预报 中 可 以 得 到 了 T 的 全 部 统计 知识 。 例如 ,我 们 能 

计算 出 形 如 (3.1. 25) 和 (3.1. 26) 中 事件 的 概率 。 如 果 假 定 得 到 

P(26. 5 过 TQ27,5)=0.9, 那 么 气象 台 将 以 90%% 的 把 握 断 定 最 高 
气温 位 于 区 间 (26. 5,27. 5] 中 。 

两 种 预报 方式 都 是 合理 的 (第 一 种 适用 于 公众 ;第 二 种 适用 于 
气象 研究 人 员 )。 常 识 告诉 我 们 ,了 是 的 平均 值 , 它 产生 的 偏差 
为 17 一 人 |。 为 了 准确 地 理解 平均 值 和 偏差 ,需要 把 规定 2 拓 广 为 
以 下 规定 。 
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规定 3 设 了 为 随机 变量 ,Fr(z) 是 它 的 分 布 函数 , 称 积分 值 
[zdFr (x) 为 的 数学 期 望 , 记 为 ET; 称 积分 值 | (2 一 
ET)?dFi(x) 为 了 的 方差 , 记 为 DT; 且 称 VDT 为 T 的 标准 差 或 均 
方差 。 

于 是 ,第 一 种 预报 方法 中 的 工 是 7 的 数学 期 望 ,产生 的 偏差 
IT 一 工 | 与 VDT 紧 密 相关 , 随 着 人 们 科学 素质 的 提高 ,可 以 设想 出 
现 第 三 种 方式 的 预报 : 

明天 的 最 高 气温 为 工 , 标 准 差 为 e (3. 1. 34) 


3.1.5 随机 变量 在 应 用 中 的 普遍 性 


用 和 表示 天 气 预报 中 涉及 “ 雨 雪 阴 晴 ?的 指标 。 为 简单 起 见 ， 
不 妨 假定 X 只 取 四 种 状态 :“ 雨 ”“ 雪 ”“ 阴 ”“ 晴 ”( 即 不 再 区 分 大 
雨 ,小 雨 等 状态 ) 。 类 似 于 获得 (3. 1. 24) 的 讨论 得 出 久 是 定义 在 0 
上 以 状态 为 值 的 函数 X(w),oEQ。 如 果 我 们 把 状态 数值 化 ,例如 
采用 数值 化 表格 





《3. 1. 35) 





后 立成 为 定义 在 (Q,.,P) 上 的 离散 型 随机 变量 , 它 的 分 布 律 为 
1 2 3 4 
p ff fs; 网 
于 是 ,预报 “ 雨 雪 阴 晴 ” 的 问题 归结 为 寻找 分 布 律 (3. 1. 36) 。 如 果 已 
知 (3.1. 36) ,气象 台 会 发 布 “< 明天 有 雨 的 概率 是 1” 的 天 气 预 报 。 
顺便 指出 ,如 果 人 为 地 认为 X 的 值 域 为 有 R, 即 认为 XX 可 以 取 
所 有 的 实数 值 ,并 规定 事件 
{wlX(w) 1,2,3,4} 


(3, 1. 36) 
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(如 果 是 规定 1 中 的 并 , 则 为 folX(o) 天 zoom 一 1, 2,3,…)) 的 概率 
为 零 ,那么 离散 型 随机 变量 成 为 3.1. 3 中 随机 变量 的 特殊 情形 。 


3.1.6 随机 变量 在 理论 中 的 普遍 性 


随机 变量 X(w) 产 生 表现 概率 空间 (@,c(X),P)。 反 问题 
是 : 设 (2 ,天 o,P) 是 (2 多 ,P) 的 子 概率 空间 ,试问 是 和 否 存 在 
(2, 多 ,P) 上 的 随机 变量 X(Co) ,使 得 X(o) 的 表现 概率 空间 是 
(QF,,P)? 

可 以 证 明 , 当 . 宛 ,。 是 可 分 的 事件 o 域 时 ,问题 有 肯定 的 答 
案 史 二 


3.2 随机 变量 的 基本 概念 


定义 3. 2. 1 给 定 概率 空间 (2,. 罗 ,PP) 和 实 值 函 数 X(w)， 
wE0O. 称 X 是 (2 ,多 ,已 ) 上 的 随机 变量 ,如 果 对 任意 的 实数 > 
成 立 

(KD E(wIXW Kr)EF (3.2.1) 
定义 3.2.2 给 定 概 率 空间 (0,. 隐 ,P) 和 波 莱 尔 试验 (R,.: 罗 )。 
设 X(w) 是 定义 在 2 上 取 值 于 R 的 函数 。 如 果 对 任意 的 BE 多 
成 立 
(XEB E(wXw) EE BE 多 (3. 2. 2) 
则 称 六 是 (0,F,P) 上 的 随机 变量 。 

众所周知 ,两 个 定义 等 价 。 给 出 两 个 定义 的 目的 是 希望 从 两 个 

角度 理解 随机 变量 。 用 .er 和 c(CX) 分 别 表示 (3.2.1) 和 (3. 2. 2) 中 


所 有 事件 组 成 的 集合 , 即 
= (XK)IrER} (3. 2. 3) 
olX)= {(XE BIBE %) (3. 2. 4) 
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那么 oCX) 是 .多 的 子 事件 o 域 ,ex 是 生成 a(X) 的 芽 事 件 集 .依据 
3. 1 节 显 示 的 直观 背景 和 2. 8 节 末 注 记 , 我 们 引进 以 下 定义 。 

定义 3.2.3 称 o(X) 为 X 产生 的 事件 o 域 , 它 是 涉及 X 的 
所 有 事件 组 成 的 集合 。 

随机 变量 的 研究 包含 两 方面 的 内 容 :(1) 在 (Q2, 多 ,P) 已 知 或 
未 知 的 情况 下 寻找 X 蕴含 的 统计 知识 和 统计 规律 ;(2) 研究 随机 
变量 之 间 的 关系 ,特别 是 关系 中 的 统计 知识 和 统计 规律 。 

本 节 讨论 第 (1) 项 内 容 , 后 两 节 讨论 第 (2) 项 内 容 。 


3.2.1 表现 概率 空间 和 数字 特征 


定义 3.2.4 称 (Q,o(X),P) 为 X 的 表现 概率 空间 。 称 
(2,0( 针 )) 为 久 产 生 的 随机 试验 。 

X 的 统计 知识 包括 表现 概率 空间 ,并 且 比 它 更 丰富 ,因为 
的 取 值 赋 子 c(CX) 中 事件 更 多 的 现实 内 容 。 于 是 人 们 应 用 的 取 
值 构造 许多 的 新 数值 ,并 用 这 些 新 数值 反映 丰富 部 分 的 统计 知识 。 
这 样 的 新 数值 被 称 为 X 的 数字 特征 。 这 里 只 介绍 两 个 最 重要 的 数 
字 特 征 。 

定义 3.2.5 设 X 是 (2, 罗 ,P) 上 的 随机 变量 .如 果 积 分 


| Ix) Pdw) 到 十 , 则 称 | XCo)PCde) 为 和 的 数学 期 望 (或 
期 望 ,或 均值 ), 记 为 EX。 即 
EX = | xcoPddw (3. 2. 5) 


定义 3.2.6 如 果 随 机 变量 (X 一 EX)? 存在 数学 期 望 , 则 称 
期 望 值 为 站 的 方差 , 记 为 DX。 即 
DX—E(X—EX)’ =| [X(w) 一 EX 了 Pddw) (3. 2. 6) 
并 称 VDX 为 义 的 标准 差 , 或 均 方差 。 


对 任意 的 AE .多 ,Xa(w) 是 4 的 示 性 函数 ,通过 简单 的 积分 计 
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算得 到 
Exs = P(4),DX4 = P(A)P(A) (3.2.7) 
于 是 ,事件 的 概率 等 于 它 的 示 性 函数 的 数学 期 望 。 
用 期 望 和 方差 可 以 反映 随机 变量 的 许多 统计 规律 。 这 方面 的 
一 个 经 典 结果 为 以 下 定理 。 
定理 3. 2. 1( 切 比 雪 夫 (P.L. Chebyshev) 不 等 式 )? 设 随 机 变 
量 XX 存在 数学 期 望 和 方差 。 那 么 对 任意 的 e 之 0 成 立 
PUX—EXI>0< (3. 2. 8) 


特别 , 取 e=10VDX ,由 上 式 得 出 
P(EX—10VDX<X<EX+10vVDX)>0. 99 (3. 2. 9) 
于 是 得 到 统计 规律 :对 任意 的 随机 变量 多 ,能 够 以 99% 的 把 握 断 
定义 将 出 现在 区 间 (EX 一 10VDX ,EX 十 10VYDX) 之 中 。 


3.2.2 值 概率 空间 和 分 布 函数 


设 (R, 多 ) 是 定义 3. 2. 2 中 的 波 莱 尔 试验 。 应 用 (3. 2. 4) 引 进 
Px(B)= P(X EB) (BE %) (3. 2. 10) 
易 证 Px( 多 ) 是 概率 测度 。 由 定理 2. 8. 2 得 出 ,存在 分 布 函数 
Fx(z) ,XE€R 使 得 Px( 才 ) 与 Fx(x) 用 关系 式 
Fx(x) = Px((— oo,7)]) = P(X rr ER) 
(3. 2. 11) 


Px(B) = | drxcz) (BE %) (3. 2. 12) 


相互 惟一 确定 。 
定义 3.2.7 称 (R, 多 ,Px) 为 X 的 值 概率 空间 , 且 称 Pv( 琅 ) 
为 下 的 概率 分 布 ,Fx(z) 为 立 的 分 布 函 数 。 


@ 本 章 是 简介 ,给 出 的 定理 丝 不 证 明 。 
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测度 论 中 可 测 变换 理论 保证 X 在 (2, 史 ,P) 上 的 性 质 和 表达 
式 与 (R ,多 ,Px) 的 对 应 性 质 和 表达 式 可 以 互相 转换 。 即 是 说 , 值 概 
率 空 间 包含 随机 变量 的 全 部 统计 知识 .特别 ,(3. 2. 5) 和 (3. 2. 6) 在 
值 概 率 空 间 中 分 别 成 为 


EX = | zPx(dx) = | zdFxCr) (3. 2. 13) 
R R 


DX = | (z — EX)Px(dx) = | (并 一 EX)2dFx(z) 
R a 
(3. 2. 14) 


其 中 右 端 是 L-S 积分 。 

于 是 ,概率 论 找 到 表达 随机 变量 全 部 统计 知识 的 最 方便 ,最 简 
单 的 工具 -一 分 布 函数 及 由 它 产生 的 数字 特征 。 

分 布 函数 和 值 概率 空间 在 随机 变量 的 研究 中 具有 重大 的 意 
义 。 原 因 是 : 

(1) 研究 随机 变量 时 不 必 拘 泥 于 写 出 它 所 在 的 概率 空间 
2,8,P)。 这 个 事实 具有 巨大 的 实用 价值 ,因为 应 用 中 的 随机 恋 
量 往 往 不 能 写 出 它 所 在 的 概率 空间 (0,. ,P)。 

事实 上 ,假定 X 的 分 布 函数 Fx (xz) 已 知 , 则 值 概率 空间 
(R, 多 ,Px) 已 知 。 那 么 ,用 (3.2.4) 可 以 完整 地 表达 oC(X), 用 
(3. 2. 10) 可 以 得 到 P(c(X)), 从 而 在 引 理 2. 4. 1 的 意义 下 得 到 XX 
的 表现 概率 空间 (2,c(X),P(c(X)))。 于 是 ,可 以 用 (2,c(X)， 
P(c(X))) 代 替 (0 ,多 ,P) ,并且 不 会 丧失 的 任何 统计 知识 。 

(2) 它 把 概率 论 的 公式 由 3. 2. 1 段 中 的 测度 论 形式 转变 为 实 
变 函 数 的 形式 ,给 概率 计算 带 来 许多 方便 。 例 如 ,我 们 经 常用 
(3. 2.12) 一 (3, 2. 14) 计 算 有 关 事件 的 概率 .X 的 期 望 各 方差 。 

(3) 在 相当 广泛 的 条 件 下 L-S 积分 是 级 数 与 黎 曼 积分 。 如 果 
限定 随机 变量 是 离散 型 的 或 连续 型 的 (它们 能 满足 大 部 分 应 用 的 
要 求 ) ,本 段 中 的 公式 成 为 级 数 形式 或 黎 曼 积分 形式 的 公式 。 于 是 ， 
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我 们 只 须 初等 微 积分 就 可 以 在 值 概率 空间 中 研究 随机 变量 X , 获 
得 和 的 许多 性 质 。 通 常 ,这 些 性 质 是 用 有 关 分 布 函数 或 数字 特征 
的 公式 来 表达 ,这 些 性 质 的 概率 意义 则 在 表现 概率 空间 中 解释 。 事 
实 上 ,许多 概率 论 的 入 门 书籍 就 是 这 样 处 理 的 。 


3.2.3 注 记 :概率 分 析 方 法 


为 了 更 好 地 掌握 上 述 方法 的 实质 ,以 便 把 它们 推广 到 随机 变 
量 族 ,让 我 们 泛泛 地 谈论 研究 方法 的 问题 。 

3. 2. 1 段 是 在 概率 空间 (0,. 宛 ,PP) 中 对 随机 变量 六 (w) 进 行 直 
接 的 研究 ;3. 2. 2 段 是 在 值 概率 空间 (R,.: 罗 , Px) 中 以 分 布 函 数 
Fx(z) 为 工具 对 X(w) 进 行 间接 的 研究 . 因此 ,前 者 称 为 概率 方法 ， 
后 者 称 为 分 析 方法 。 

既然 是 为 了 推广 , 娃 且 承认 凡是 关于 XX 的 议论 也 适用 于 随机 
变量 族 X 于 {X,(w) 11E7T) (事实 上 , 它 不 是 完全 正确 的 结论 )。 
并 且 为 了 直观 意义 明显 ,假定 指标 集 了 是 时 间 ( 一 co ,十 cn")、 

(1) 概率 方法 

本 方法 是 在 (0,. ,Tn?) 上 对 X;y 进行 直接 的 研究 。 由 于 X7 是 
现实 中 存在 的 量 , 有 清晰 的 直观 背景 ,因而 用 Xr 产生 的 概念 、 表 
达 式 和 数学 演算 也 有 明显 的 直观 形象 ,容易 理解 。 例 如 ， 

Q@ 表现 概率 空间 (人 2,o (Xr).P) 表 达 出 与 Xr 有 关 的 全 部 事 
件 及 其 概率 。 

@@ 式 (3.2.11)、(3. 2.5) 和 (3. 2. 6) 表 示 Xz 中 单个 随机 变量 
的 分 布 函数 .期 望 和 方差 。 把 它们 作为 整体 后 得 到 X7 的 分 布 函数 
族 , 定 义 在 TT 上 的 期 望 函数 和 方差 函数 。 

@ 依据 直观 背景 ,人 们 关心 Xz 首次 到 达 区 域 G 的 时 刻 Te， 
即 

Te(w) = infttlX(w) € G)} (3. 2. 15) 
称 Te 为 G 的 首 达 时 。 同 理 , 称 
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ec(w) = sup{t |X,(w) ECG) (3. 2. 16) 
为 G 的 末 离 时 , 它 是 X; 最 后 离开 G 的 时 刻 。 

显然 ,理论 和 应 用 都 要 求人 们 研究 Te 和 sc 的 统计 知识 。 

全 不 妨 把 Xz 确定 的 随机 变量 (例如 Te 和 ee) 泛称 为 随机 泛 
函 , 试 寻找 有 实用 价值 的 随机 泛 函 ,并 研究 它们 的 统计 知识 。 

加 探讨 XX, 与 时 间 1 的 依赖 关系 。 特别 , 它 关 于 上 是 否 连 续 、 可 
微 、 可 积 ?这 里 的 连续 ,可 微 和 可 积 又 如 何 理解 ? 

概率 方法 的 优点 是 直观 性 和 形象 性 。 它 促使 人 们 不 断 地 提出 
新 间 题 ,新 任务 ,寻找 新 方法 .因而 使 概率 论 充满 了 生机 和 活力 . 获 
得 广泛 的 应 用 。 

概率 方法 的 特点 是 ,为 了 把 具有 直观 形象 的 性 质 及 其 演变 理 
论 化 ,需要 用 抽象 的 测度 论 方法 把 性 质 转 化 为 公式 和 把 演变 转化 
为 对 Xz 的 演算 。 因 此 熟悉 测度 论 是 必要 的 。 

(2) 分 析 方 法 

分 析 方 法 的 实质 是 ,首先 依据 直观 背景 把 概率 问题 转化 为 涉 
及 分 布 函数 的 分 析 问题 ;然后 用 分 析 方法 求 出 问题 的 答案 ;最 后 对 
分 析 形 式 的 答案 进行 概率 解释 。 

分 析 方 法 的 优点 是 运用 成 熟 的 分 析 工 具 研究 概率 论 ,特别 .在 
初等 微 积 分 基础 上 就 能 够 深入 地 研究 具有 广泛 应 用 的 概率 论 
内 容 。 

分 布 函 数 不 是 现实 中 出 现 的 量 。 它 是 人 们 为 了 表达 随机 变量 
统计 知识 时 引进 的 工具 。 因 此 ,分 析 方法 中 前 后 两 个 转化 要 求人 们 
了 解 和 掌握 概率 论 的 直观 背景 .历史 上 ,在 样本 空间 和 测度 论 出 现 
之 前 ,随机 变量 是 一 个 含糊 的 .难于 精确 定义 的 一 种 量 。 当 时 的 科 
学 家 只 能 凭据 敏锐 的 概率 论 直觉 ,应 用 分 布 函 数 对 它们 进行 研究 ， 
并 且 获 得 大 量 的 成 果 , 形 成 现今 所 称 的 “分 析 概 率 论 ”。 

现代 概率 论 用 概率 分 析 方 法 研究 随机 变量 。 即 是 说 , 既 用 分 析 
方法 ,又 用 概率 方法 ,两 者 相辅相成 地 进行 研究 , 极 大 地 发 挥 出 两 
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种 方法 的 效力 ,使 概率 论 得 到 蓬勃 的 发 展 。 

分 析 数 学 也 需要 不 断 的 发 展 。 两 种 方法 的 揉 合 不 仅 使 我 们 能 
够 用 分 析 方 法 研究 概率 论 ,而 且 能 够 用 概率 方法 研究 分 析 理 论 . 目 
前 已 经 出 现 一 些 用 概率 方法 发 现 和 证 明 分 析 学 中 新 成 果 的 工作 ， 
它们 为 分 析 数 学 开拓 出 一 片 新 天 地 。 


3.3 随机 向 量 的 基本 概念 


定义 3.3.1 给 定 概率 空间 (0Q, 多 ,P) 和 向 量 值 函数 
(ao) CX) ,Xe(w) ,Xlw)), 称 半 是 (0,.,P) 上 的 n 维 
随机 向 量 , 如 果 它 的 每 个 分 量 都 是 随机 变量 。 即 对 任意 的 实数 x; 有 
(KSz) Et to 和 (os EF G=1,2,,n) 
《3.3. 1) 
容易 验证 ,条 件 (3. 3. 1) 等 价 于 用 柱 事件 表达 的 条 件 : 对 任意 
的 x=(zz…z)EGR 有 
Cr) PE (XSL Xs Sr XL,) 
= {w| Xi ET Kw ET KW) ST) EF 
(3. 3. 2) 
定义 3.3.2 给 定 概率 空间 (2,. 丈 ,P) 和 7 维 波 菜 尔 试验 
(R" < 节 )。 设 于 (wo) 一 (XiCo),X(w),…,Xo(w)) 是 定义 在 2 上 取 
值 于 R* 的 函数 ,如 果 对 任意 的 BE .Br 有 
(XEB {wvIX() E BEF (3. 3. 3) 
则 称 天 是 (2, 关 ,P) 上 的 7 内 大 机 后 和 
众所周知 ,两 个 定义 等 价 .用 xz, 和 (KE) 分 别 表示 (3. 3.2) 和 
(3. 3. 3) 中 所 有 事件 的 集合 , 即 
Li 一 { 人 (下 委 x) ER (3. 3. 4) 
o¥X)= {(XE BBE HD) (3. 3. 5) 
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那么 c(E) 是 多 的 子 事件 o 域 ,ev 是 生成 c(X) 的 芽 事 件 集 。 炎 
似 于 随机 变量 的 情形 ,我 们 引进 

定义 3.3.3 称 o(X) 为 和 产生 的 事件 o 域 , 它 是 涉及 X 的 所 
有 事件 组 成 的 集合 。 

现在 能 够 解释 为 什么 要 引进 等 价 的 两 个 定义 。 比 较 定 义 3. 3.2 
和 3. 2.2 即 可 猜测 :把 X 视 为 整体 时 随机 变量 的 研究 方法 和 结论 
大 致 可 以 推广 到 随机 向 量 。 这 个 想法 引出 第 (1)、(2) 段 的 内 容 。 比 
较 定义 3. 3,1 和 3. 2. 1 看 出 ,用 这 个 定义 研究 个 随机 变量 X,， 
XX,，…,X, 之 间 的 关系 是 方便 的 。 这 个 想法 引出 第 (3)~(7) 段 的 
内 容 。 


3.3.1 表现 概率 空间 和 数字 特征 


定义 3.3.4 称 (f2,oc(X),P) 为 的 表现 概率 空间 。 称 
(人 2,0( 素 )) 为 和 产生 的 随机 试验 。 
定义 3.3.5 设 关 是 (2, 罗 ,P) 上 的 随机 向 量 。 如 果 积 分 


| xcw?Pdw) 存 在 9, 则 称 积分 值 为 X 的 数学 期 望 (或 期 望 向 量 ， 
或 期 望 ,或 均值 ), 记 为 EX , 即 

EX = | XC)P de) (3. 3. 6) 

定义 3.3.6 如 果 积分 | CX(w) —EXT[X(w)—EXJP (dw) 


存在 人 @, 则 称 积分 值 为 X 的 协 方差 矩阵 , 记 为 cov( 针 ,区 )。 即 
cov( 针 ,XY) =| [XC —EXT'LX() —EX]P de) (3. 3.7) 





@ 向 量 的 积分 | X(w)P(dw) 被 规定 为 | XC)PGde) ,|。Xakw)Pddw)，…， 


]X(e)PCdw) ] 。 积 分 存在 是 指 它 的 分 量 都 是 绝对 可 积 的 。 

@ 和 矩阵 的 积分 被 规定 为 对 它 的 每 个 分 量 进行 积分 。 积 分 存在 是 指 每 个 分 量 毕 绝 
对 可 积 。 
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由 向 量 值 函数 的 积分 得 知 ,EX 是 一 个 数值 向 量 , 即 


EX = (EX,,EX,,*… ,EX,) (3. 3. 8) 
由 矩阵 值 函 数 的 积分 得 知 ,cov(X ,天 ) 是 一 个 xz 阶 数值 矩 
阵 。 它 是 
cov(¥X,X)= E(X — EX)'(X — EX) 
COV(KX), XI) COv(XI,KX,) … cov(X,,X,) 
加 COV( 人 人) coOV(X,X) … cov(X,,X,) 
COV(X XI) cov(X XXX) ，… cov(X,,X,) 
(3. 3. 9) 
其 中 


cov Xi,X)= EC(X, ~ EX)(X, — EX,) 
= | Ex — EX,J[X,(w) — EX]P(dw) (3.3.10) 

当 i 关 j 时 称 cov(X;,X)) 为 X; 与 XX 的 协 方差 ; 当 i==j 时 cov(X,， 

X,)=DX,。 

3.3.2 值 概率 空间 和 分 布 函数 


设 (R" ,家 ) 是 定义 3. 3. 2 中 的 二 维 波 莱 尔 试验 。 应 用 (3. 3.5) 
可 以 在 (R", 和 NV) 上 引进 集 函 数 
Pxi(B)= P(X EB) ,BER (3. 3. 11) 


易 证 Px( 和 2 ) 是 概率 测度 。 由 定理 2. 8. 3 得 出 ,存在 2 元 分 布 
函数 Fx(x),xER" 使 得 Px 与 Fx 用 关系 式 


Fx(x) 一 ex 人 [fc oz]) ~ PXEx) (XER') 
了 
(3. 3. 12) 
Pi(B) = | arc (BE HB') (3.3. 13) 
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相互 惟一 确定 。 其 中 x=(Czlvzz，…zo)。 

定义 3.3.7 称 (R", 写 ,Pr) 为 天 的 值 概率 空间 , 且 称 
Px( 和 好) 为 X 的 概率 分 布 ,Fx(x) 为 XX 的 分 布 函 数 , 或 义 , ,XX,,，…， 
X, 的 二 维 联合 分 布 函数 。 

测度 论 中 可 济 I 变换 的 理论 保证 :X 在 (0, 多 ,也 上 的 性 质 和 
表达 式 与 (R",.%",Px) 的 对 应 性 质 和 表达 式 之 间 可 以 互相 转换 , 即 
是 说 , 值 概率 空间 包含 X 的 全 部 统计 知识 。 特别, 期 望 向 量 与 协 方 
差 矩阵 在 值 概率 空间 中 的 表达 式 分 别 是 


EX 二 | XPxldx) =| xdFx(x), (3. 3. 14) 
R R” 
cov( 时 ,于 ) 二 | (x — EX)'™x — EX)Pxr(dxr) 
ke 


= | (x — EWG — EX)dFi(x), (3.3.15) 


其 中 右 端 是 维 LL-S 积分 。 

于 是 ,随机 向 量 找到 了 表达 自己 全 部 统计 知识 最 方便 、 最 简单 
的 工具 一 -- 分 布 函数 和 它 产 生 的 数字 特征 。 

分 布 函 数 和 值 概率 空间 在 随机 向 量 的 研究 中 具有 重大 的 意 
义 。 上 节 对 随机 变量 陈述 的 理由 也 适用 于 随机 向 量 。 
3.3.3 子 随机 向 量 和 边缘 分 布 函数 

给 定 随机 向 量 下 一 (Xi XXX)。 任 取 正 整数 1] 和 这 让 之 
Sn,1<r<n。 称 6 于 (和 ,X;,，…,X,) 为 X 的 + 维 子 随机 向 
量 , 简 称 为 子 向 量 。 

定义 3.3.8 称 5 的 值 概率 空间 (R',. 和 ,Pe) 为 和 XK 的 7 维 边缘 
值 概率 空间 ; 称 § 的 概率 分 布 Pr( 屯 ) 为 下 的 > 维 边缘 概率 分 布 ; 
称 上 的 分 布 函数 Felxi 9 ,Ti ) 为 天 的 ”- 维 边 缘分 布 函数 。 

为 了 不 使 记号 繁杂 ,不 失 一 般 性 可 以 用 和 = (和 XXX-) 作 
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为 子 向 量 的 代表 。 对 任意 的 BE .人 3 ,构造 集合 
B=Bx [J] R= {(Cziyzi | TT X,), 
€ B,x,ri, ,I, 和 R} (3. 3. 16) 
显然 B" EZ, 并且 (EE€B) 和 (XEB') 表 示 o(6) 中 同一 个 事件 。 
因此 
PeB)= P(E€B)=P(XEB')= Px(B’) (3.3.17) 
特别 , 取 B=『[[ (一 ,xi] 时 它 成 为 : 


定理 3.3. 1 XX 的 边缘 分 布 函数 由 X 的 联合 分 布 函 数 Fx Cx) 
惟一 确定 。 特 别 ， 


天 (Zi 3 二 lim Fylx ss ,XT,) (3. 3， 18) 


TA 


应 用 边缘 分 布 函数 可 以 简化 涉及 Fx 的 许多 表达 式 。 例 如 ， 
(3. 3. 14) 和 (3. 3. 15) 的 分 量 的 表达 式 分 别 为 


EX,= | xdFr(x) C3. 3, 19) 
R 
cov Ks x)= | Cn — EXD Cz, — EXDdPi(s) (3. 3. 20) 
1 
现在 可 以 分 别 简化 为 
EX,= | zdFx, Cz) (3. 3. 21) 
,TdFx, 
cov(X;,X;)= | ,XZ 一 EX.,) (Zi 一 EX,)dF x .x ) (Xi XT)) 
R 2 
(3. 3. 22) 
3.3.4 独立 性 


定义 3. 3.9 设 大 ,大 ,天 是 (2, 多 ,已 ) 上 的 和 个 随机 向 
量 。 称 瑟 ,X，…。 是 相互 独立 的 ,如 果 它 们 产生 的 子 随机 试验 
(Oo )) 人 = 一 1,2,…,) 是 相互 独立 的 。 
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应 用 定理 2. 9. 3 和 3. 3. 1 立即 推出 
定理 3.3.2 随机 向 量 天 ,大 ，… 大。 相互 独立 的 充分 必要 条 
件 是 


Far td CK 2 ) = 下 Fr (xX:) (3. 3. 23) 


特别 ,当天 ,七 ,XX。 毕 退 化 为 随机 变量 时 得 到 mn 个 随机 变 
量 相互 独立 的 概念 。 


3.3.5 各 种 形式 的 条 件 概率 
第 V 组 公理 在 (Q, 安 ,P) 上 引进 四 种 条 件 概 率 
PORTZ,) .POON PCF ID), PCCID) (3. 3. 24) 


其 中 C,DE. 久 ,六 | 和. 久 , 是 .x 的 了 于 事件 o 域 。 
设计 和 了 =( ,YY ……Yw) 是 (0 ,六 .PP) 上 的 随机 向 量 。 令 
人 F 1 二 a(XX),: 几 ,二 olY) ,现在 对 条 件 概 率 
P(X) oF)) ,PCIaY)), PCOX)ID) (3.3.25) 
产生 特殊 的 兴趣 。 为 了 书写 简明 ,我 们 把 它们 分 别 简写 为 
PEI7),P(CI7) .POCXID) (3. 3. 26) 
并 分 别 简称 为 下 关于 Y 的 条 件 概率 (测度 族 ), 事 件 C 关 于 了 的 条 
件 概 率 ( 值 族 ) ,XX 关于 事件 D 的 条 件 概率 (测度 )。 
(1) 天 关于 万 的 条 件 概 率 分 布 和 条 件 分 布 函数 
在 概率 空间 (Q@, 多 ,P) 中 ,已 (于 1D) 是 子 试验 CQ,aGK)) 上 的 
一 个 概率 测度 
P(CID),C € olX) (3. 3. 27) 
转向 ¥ 的 值 概率 空间 (R", 2B",Px)。 应 用 (3. 3. 27) 可 以 在 
(R" ,BZ') 上 引进 一 个 新 概率 测度 Px ("|D)， 
PAID) Ei PAXEAID AEH (3.3.28) 
对 任意 的 (zi ,zz，…zo)ER"， 令 
。172 。 








Fxlzi ,Tas ,TID) def PA(IT- ,21D) (3. 3. 29) 
i=1 


由 定理 2. 8. 3 知 , 它 是 Px(41D),4E 有 天 的 分 布 函数 。 
定义 3.3.10 称 Px(41ID),AE 和 GB 为 和 关于 DD 的 条 件 概率 
分 布 ; 称 FrCziyx2 ,Ts1D),《Ti,T ,Ta)ER" 为 和 关于 DD 的 
条 件 分 布 函数 、 
(2) 事件 C 关于 Y 的 条 件 密度 
在 概率 空间 (0, 多 ,P) 中 ,P(C17) 是 C 关于 Y 的 条 件 概率 。 
它 是 定义 在 子 试验 (0,o(Y)) 上 的 集 函 数 
P(CID),D € ol¥) (3. 3. 30) 
由 定理 2. 10. 1 得 出 , 它 存在 条 件 密度 p(Clol(7))(w)。 现 在 把 它 
简 记 为 
pCIY)(w) ww EN (3. 3. 31) 
转向 7 了 的 值 概率 空间 (R”,%B",Py)。 由 于 (3. 3. 31) 的 函数 关 
于 w 是 ol(Y) 可 测 的 ,由 可 测 变 换 的 知识 得 出 ,存在 (R”,%”" ,Py) 上 
的 波 莱 尔 函数 py) ,yER”" 使 得 
PCIYCw) = plY(w)) (Py-a.s.) (3. 3. 32) 
并 且 在 不 计 Py 零 概率 集 的 意义 下 9 是 惟一 的 。 
依照 概率 论 的 习惯 ,P(y) 用 专 有 记号 pCCIY)(y),yER"” 代 
蔡 @。 注 意 到 (3. 3. 31) 后 引进 : 
定义 3.3.11 称 p(C]Y) 为 事件 C 关 于 Y 的 条 件 密 度 。 如 果 
它 的 自 变量 为 y, 则 称 之 为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 形 式 的 条 件 密度 ;如 果 它 
的 自 变量 为 %, 则 称 之 为 杜 布 UJ.L. Doob) 形 式 的 条 件 密度 。 
(3) 闭关 于 子 试验 (0,. 多 ,) 的 条 件 密度 一 概率 ,条 件 密 度 一 概 
率 分 布 和 条 件 密度 一 分 布 函数 


@ 在 这 个 记号 下 (3. 3. 32) 成 为 一 个 有 点 别扭 的 等 式 pCC|Y)(w)= pCClY)(Y 
(w))。 因 此 有 的 书籍 中 采用 的 专 有 记号 是 p(ClY=y)。 
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.在 概率 空间 (0,.F,P) 中 条 件 概率 已 (c(X)|. 多 ,可 以 简写 为 
已 (| 多) ,简称 为 X 关 于 .>F, 的 条 件 概率 (测度 族 ), 它 是 二 元 集 
函数 

P(CID),C € olX),D EE F," (3. 3. 33) 
应 用 定理 2. 10. 4 可 证 ,条 件 概率 已 于 | 安 :存在 条 件 密 度 一 
概率 
ppCloj 丈 Co) Eco) XO (3. 3. 34) 
转向 天 的 值 概 率 空间 (R*, 氏 ",Pxr)。 应 用 (3. 3. 5) 和 (3. 3. 34) 
可 以 定义 新 的 集 一 点 函数 
pr(AlwF1) CpXE 4loiz do EH XN 
(3. 3. 35) 
容易 验证 它 具 有 下 列 3 个 性 质 ， 
Q@ 对 固定 的 A,px 关于 ww 是 .多 ,可 测 函 数 ; 
@@ 对 固定 的 w,px 关于 4 是 (R",W') 上 的 概率 测度 ， 
图 对 任意 的 AE€. 和 ,DE.F; 成立 


P(X € AID) = Pi(AID) = BU |p AlorF Pde) 


(3. 3. 36) 
对 任意 的 (x sT29""" ,7 EER,wEN, 令 


Fxrig, (Za Tr [ww) a px( TI (一 ome 
i=1 - 


(3. 3. 37) 
显然 ,对 每 个 固定 的 w, 它 是 px(4lw; 罗 :的 分 布 函 数 。 
定义 3.3.12 四 称 p(Cle; 多 ,),(C,w)Eo(K)XQ 为 XX 关 
于 (0, 久 2) (或 多,) 的 条 件 密度 一 概率 。 
回 称 prx(Alw; 多 1),(A,w)E98' XQ 为 入 关于 (0,.,) (或 
多 ,) 的 条 件 密度 一 概率 分 布 。 
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@ 称 Fr,(Czzeyzo|o) ,Cryzo)ERwED 为 下 
关于 (2, 罗 :)( 或 多) 的 条 件 密 度 一 分 布 函数 。 

(4) 下 关于 了 的 条 件 密度 一 概率 ,条 件 密 度 一 概率 分 布 和 条 
件 密度 一 分 布 函数 

设 了 Y= (7Y1,Y,,…,Y,) 是 随机 向 量 , 它 的 值 概率 空间 为 
(R”,.%”",Py)。 如 果 在 上 段 中 取 .多 ,=ol(Y), 那 么 从 (3. 3.34) 开 始 
用 (yi,y2，… ,ya) 代 替 w 后 所 有 的 结论 仍然 成 立 。 这 时 (3. 3. 34) 代 
之 为 pCClyiyya YaiY) CEo(KR), wy syn)ER",ffH 
在 不 计 Plo(7)) 的 零 概率 集 意 义 下 成 立 

PCIY I Yo) Yao) = pClwso(Y)) (3.3.38) 
(3. 3. 35) 和 (3. 3. 37) 分 别 成 为 


px CA yryr yn) dE pxEAN ys ys yasY) (3.3.39) 


def 7 
Fxiy Tis Ta Tn | Yi Ys Ym ) 一 az( 开 (一 00 ,zi |y1, yz, 
i=l 


… ,yn ) (3. 3. 40) 


定义 3.3.13 中 称 p(Clyiy ya ,ynsY),CE GE), (yi ya， 
,ym)ER” 为 和 关于 Y 的 条 件 密度 一 概率 。 

©® 称 pxCAlyiy ya Yn;Y) AE BW ,yi ya Yn) ER” 为 
天 关于 的 条 件 密度 一 概率 分 布 。 

@@ 称 Fyyr (ziy zo Ta yy Yn ) Ti Tt) CR ， 
(ya ,ym) ER” 为 下 关于 了 的 条 件 密 度 一 分 布 函数 。 


3.3.6 天 关 于 子 试验 (2, 多 的 条 件数 学 期 望 


给 定 概率 空间 (2, 多 ,PP)。 假 定 互 是 其 上 的 随机 向 量 和 
(0, 多 :) 是 它 的 子 试验 。 
定义 3.3.14 设 p(Clw; 多 ,),(C,w)Eol(X)XQ 是 对 关 于 
(人 2,. 久 ,) 的 条 件 密度 一 概率 ,如 果 积 分 
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E(X|.F,)(w) 至 | xco pcdw- |w;F,) (3.3.41) 


存在 , 则 称 瓦 (下 | 多 2:)(o) 为 下 关于 子 试验 (2 多。)( 或 罗 :) 的 条 
件数 学 期 望 。 

容易 证 明 , 当 EX 存在 时 EE(X| 风 ,) 必 定 存 在 。 另 外 , 式 
(3. 3.41) 在 处 的 值 概率 空间 中 的 对 应 形式 为 

EC F000) = | xprGdr lr) = [xdiFriz, xl) 


(3. 3. 42) 
定理 3.3.3 条 件数 学 期 望 E(X| 多 ,) 具 有 性 质 ， 
(1) 它 是 寡 , 可 测 的 随机 向 量 ; 
《2) 对 任意 的 CE. 宛 ;成立 
[EXIF Pd = | XC)P(dw) (3.3.43) 


反之 ,满足 (1) 和 (2) 的 函数 下 (天 | 多,) 存 在, 并且 在 不 计 .多 , 中 零 
概率 集 的 意义 下 惟一 。 

现代 概率 论 中 用 该 定理 中 条 件 (1) 和 (2) 定 义 条 件数 学 期 户 
E(X| 多 :)。 为 了 显示 它 是 数学 期 望 的 推广 ,再 引进 条 件 密 度 一 概 
率 和 条 件 密度 一 概率 分 布 ,以 及 条 件 密 度 一 分 布 函数 ,然后 证 明 式 
(3. 3. 41) 与 (3. 3. 42) 成 立 [35 。 


3.3.7 开关 于 7 了 的 条 件数 学 期 望 


当 多 ,二 ol 了 7) 时 我 们 把 ECX1o(Y)) 改 记 为 ECX1Y)。 即 
ECXIY) (Cw) = EC(X|o(Y)) (Cw) (3. 3. 44) 
转向 y 的 值 概率 空间 (R”",B”,Py)。 由 于 EC(XIY)(w) 是 olY) 
可 测 函 数 ,应 用 可 测 变换 的 知识 得 出 :存在 波 菜 尔 函 数 Y(y),yE 
R>” 使 得 | 
ECXIY CG) =YIY(w)] (Plol(Y))-a.s.) (3.3.45) 
。176。 








按照 概率 论 的 习惯 ,把 ¥(y) 改 记 为 ECX1Y) (y),yER”"。 注 意 到 
(3. 3. 44) 后 引进 : 

定义 3.3.15 称 ECXIY) 为 X 关 于 Y 的 条 件数 学 期 望 。 如 果 
它 的 自 变 量 为 y, 则 称 为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 形 式 的 ;如 果 它 的 自 变 量 为 
w, 则 称 为 杜 布 形式 的 由。 
3.3.8 注 记 

条 件数 学 期 望 是 现代 概率 论 中 最 重要 的 概念 之 一 。 它 在 随机 
过 程 和 数理 统计 的 发 展 中 起 关键 性 的 作用 。 究 其 原因 ,大 致 有 

(1) 平均 值 是 一 个 广泛 使 用 ,和 久 经 考验 的 一 个 普及 概念 ,缺点 
是 适用 范围 狭 窗 。 数 学 期 望 和 条 件数 学 期 望 把 它 推广 到 一 般 场 合 ， 
成 为 反映 随机 变量 族 统计 知识 的 重要 工具 。 

(2) 假定 (0Q,. 宛 ,PP) 是 用 (2.7.4) 的 方式 产生 的 概率 空间 。 那 
么 EX 可 以 理解 为 X 在 条 件 名 下 的 平均 值 。 如 果 用 子 试验 
(2, 多 ,) 加 强 条 件 儿 (公理 V,), 这 时 针 的 平均 值 发 生变 化 .成 为 
条 件 平 均值 下 (天 | 多。)。 因 此 ,条 件数 学 期 望 忆 (天 | 多 :) 既 是 某 些 
应 用 问题 寻找 的 答案 ,又 是 许多 应 用 问题 寻找 答案 时 的 重要 工具 。 

(3) 一 般 化 , 当 我 们 得 到 (C0,.,P) 后 依次 进行 子 试验 
(2, 实 1), (2, 罗 ,这 时 下 的 平均 值 将 不 断 地 变化 ,得 到 条 件 
数学 期 望 序列 

EX,ECXI.F),E{(ECX IF ) |F,),. 

研究 这 样 的 序列 具有 重大 的 理论 和 实用 意义 。 

(4) 条 件数 学 期 望 E(X|. 多 ,) 是 随机 向 量 ,具有 许多 性 质 , 有 
关 的 计算 形成 一 套 比较 成 熟 的 方法 。 

(5) 对 任意 的 CE .多 ,由 (3. 3. 41) 得 出 


@ 有 些 书籍 把 柯 氏 形式 的 条 件数 学 期 望 记 为 E(XIY=y)。 参 看 定义 3. 3. 11 前 
的 脚注 。 
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E(xcl Fi) w=pClw Fa)=p CF)w) (3.3.46) 
于 是 ,事件 C 关 于 .多 ,的 条 件 密度 等 于 它 的 示 性 函数 Xc 关于 多， 
的 条 件数 学 期 望 。 


3.4” 宽 随机 过 程 的 基本 概念 


设 7 是 任意 无 限 指标 集 。 

定义 3. 4.1 给 定 概率 空间 (2, 多 ,PP) 和 其 上 随机 变量 
Xe(w)(CxEy)。 称 随机 变量 族 {X.(ow) 1a€ J) 为 宽 随机 过 程 ?。 简 记 
为 XK(w), 或 Xj ,或 久 (J), 或 XY,(w) ,a€EJ。 

定义 3.4.2 给 定 概 率 空 间 (0,.F,P) 和 J 维 波 莱 尔 试验 
(R7 ,B87)。 假定 Xj(w) 于 {X,(w) JaEJ) 是 定义 在 0 上 取 值 于 R* 
的 函数 ,如 果 对 任意 的 BE 2B/ 有 


(KEB) Cl tw Ko) EB ES (3.4.1) 


则 称 X Co) 为 (2, 灾 ,P) 上 的 宽 随 机 过 程 。 
从 J 维 波 莱 尔 试验 的 定义 容易 推出 两 个 定义 等 价 。 令 
-ev 一 (CE4)14 是 (2.5.33) 规 定 的 柱 事 件 ,是 n 宇 1} 
(3. 4. 2) 
oX)={(X,EB)|BE HD) (3. 4. 3) 
那么 "(X7) 是 . 的 子 事件 c 域 ,erv 是 生成 oC(X,) 的 芽 事件 集 。 
定义 3.4.3 称 o(X,) 为 X, 产生 的 事件 o 域 , 它 是 宽 过 程 义 , 
涉及 的 所 有 事件 组 成 的 集合 。 


3.4.1 表现 概率 空间 和 数字 特征 
定义 3.4.4 称 (2,c(X)) ,已 ) 为 宽 过 程 Xy 的 表现 概率 空间 。 
@ 这 个 术语 是 我 们 杜撰 的 。 强 调 它 是 一 个 特定 的 族 , 以 便 与 它 的 各 种 各 样 的 子 


族 相 区 别 。 
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称 (C@Q,c(CX7D)) 为 XX) 产生 的 子 试验 。 
定义 3.4.5 如 果 对 任意 的 aEJ ,EX 存在 。. 则 称 定义 在 /上 
的 数值 洋 数 
EX, Ef{ (EX,|a€J) (3. 4.4) 


为 宽 过 程 X, 的 数学 期 望 ,或 期 望 函数 。 
定义 3.4.6 如 果 对 任意 的 a,BE.J, 协 方差 cov(X。,Xp) 存 
在 , 则 称 定义 在 JXxv 上 的 数值 函数 
cov (Xs, Ki) afcov(X Xey8E (3. 4. 5) 


为 宽 过 程 X, 的 协 方差 ,或 协 方差 函数 。 
期 望 函 数 与 协 方差 函 数 皆 可 以 用 (0,. 宛 ,P) 上 的 积分 式 表 
示 。 它 们 分 别 是 
EX,= | Xu Pdw) as {|X.C)P do) lee J 
(3. 4. 6) 
cov(X 各) 一 (J 一 EX.][Xo(o) — EXs]P(dw)|a,p € 了 


(3.4.7) 


3,4.2 值 概 率 空 间 和 有 穷 维 分 布 函数 族 


设 (R ,多 ') 是 定义 2. 4.2 中 的 波 莱 尔 试验 ,应 用 (3.4.3) 可 以 
在 (R', 人 9 ) 上 引进 集 函 数 
Px (B)= P(X, € B),BE HB (3. 4. 8) 
易 证 Pxc (有 琢 ) 是 概率 测度 。 由 定理 2. 8. 4 得 出 :存在 相 容 的 有 穷 
维 分 布 函数 族 
F= {F(a ,riyQ Tas 0 Ta) nla02 ,On ET} (3.4.9) 
使 得 下 与 Pxw (人 BD ) 用 关系 式 (2. 8. 26) 相 互 惟一 确定 。 
定义 3.4.7 称 (R’', 和 2 ,Pxw) 为 宽 过 程 XX) 的 值 概率 空间 ， 
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且 称 Px (家 ) 为 和 的 概率 分 布 ,F 为 X, 的 有 穷 维 分 布 函数 族 。 
测度 论 中 可 测 变换 的 理论 保证 宽 过 程 X, 在 (2, 多 ,P) 上 的 
性 质 和 表达 式 与 (R ,多 ,Px ) 的 对 应 性 质 和 表达 式 之 间 可 以 互 
相 转换 。 即 是 说 , 值 概率 空间 包含 宽 过 程 的 全 部 统计 知识 。 
在 值 概率 空间 中 期 望 函数 和 协 方差 函数 的 表达 式 分 别 为 


EX, = | ,XPxw (dz)) def (| jzePxw (dri) la € J| 
R R 
(3. 4. 10) 
COv(X.,,X)) 一 (| 一 EX。)(zp 一 EXe)Pxcn (dzy) la,B € | 
(3.4.11) 
应 用 有 穷 维 分 布 函数 族 下 ,它们 分 别 简化 为 
EX ,一 (| zdiF az)la € J) = (EX,la € J) 


(3. 4. 12) 
cov(X,,X)= (cov(X,, Xag) a, EJ} 


(J EX)(y 一 EXadsd,F (a,z38,y) | 


(3. 4, 13) 

其 中 Fwz)=POXz) ,FarsB;yy)=P(X.S<x,Xo 志 yy) 分 别 
为 一 维和 二 维 分 布 函数 。 

于 是 , 宽 过 程 找到 了 表达 自己 全 部 统计 知识 的 最 方便 、 最 简单 
的 工具 一 一 有 穷 维 分 布 函数 族 和 由 它 产 生 的 数字 特征 。 

有 穷 维 分 布 函数 族 和 值 概率 空间 在 宽 过 程 的 研究 中 具有 重大 
的 意义 。 对 随机 变量 陈述 的 理由 也 适用 于 宽 过 程 。 

目前 出 现 的 新 情况 是 :无 穷 维 空间 (R7" ,下 ) 土 的 测度 和 积分 
理论 是 抽象 的 .这 个 事实 虽然 增添 了 研究 宽 过 程 的 困难 ,但 给 无 穷 
维 空间 的 研究 带 来 益处 ,因为 宽 过 程 为 研究 抽象 的 无 穷 维 室 间 提 
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供 一 类 直观 的 背景 材料 。 
3.4.3 有 穷 维 子 随机 向 量 族 


定义 3.4.8 设 X, 为 宽 过 程 。 任 取 J 中 个 不 同 的 元 素 , 并 
赋予 顺序 。 假 定 赋 序 后 是 a ,as，… ,a,，, 那 么 称 (X。 ,X。，"… ,Xs,) 为 
宽 过 程 X 的 维 子 向 量 。 为 了 反映 序 关系 是 松散 的 , (X。 ,XX。,， 
Xe ) 又 记 为 (al ,Xo ;a sXe; 义 s)。 

定义 3.4.9 用 广 表 示 X 的 所 有 有 限 维 子 随机 向 量 组 成 的 
集合 , 即 

AfV = ((q Xios Kos so Ko) Nn 1 0 ,0 € J) 
(3.4.14) 
称 /V 为 宽 过 程 的 有 穷 维 子 向 量 族 。 

用 X, 的 有 穷 维 子 向 量 族 产生 : 

(1) 子 向 量 (w ,X。 ;oz ,Xi X。) 在 概率 空间 (2 ,多 ，P) 
中 产生 一 个 子 试验 (0,. 多 。,.…,o,) 和 一 个 子 表现 概率 空间 (0， 
六 oo rP)。 这 里 名 0s 一 0(X os) 。 

(2) 4 维 子 向 量 的 值 概 率 空间 和 概率 分 布 分 别称 为 宽 过 程 的 
n 维 边 缘 值 概率 空间 和 = 维 边缘 概率 分 布 。 

(3) 称 n 维 子 向 量 的 分 布 函 数 为 XX, 的 维 边缘 分 布 函数 , 显 
然 , (3. 4.9) 是 所 有 边缘 分 布 函 数组 成 的 集合 。 

(4) 数字 特征 EX, 和 cov(X,,X,) 分 别 由 一 维和 二 维 边缘 分 
布 函 数 确定 。 

(5) fV 可 以 产生 许多 的 条 件数 学 期 望 和 各 种 形式 的 条 件 概 
率 ,它们 反映 子 随机 向 量 之 间 的 关系 。 


3.4.4 指标 集 7 


如 果 在 指标 集 上 赋予 序 关系 (全 序 或 半 序 ), 拓 扑 关系 , 代 
数 关系 , 则 得 到 一 些 特殊 类 型 的 宽 随 机 过 程 . 当 指标 集 为 一 维 欧 氏 
"。181。 








空间 R 的 子 集 T 时 称 宽 过 程 Xz, 或 X,(w) ,1ET 为 随机 过 程 4 。 随 
机 过 程 是 历史 最 悠久 ,统计 知识 最 丰富 的 宽 过 程 类 .其 他 类 型 的 宽 
过 程 研究 皆 起 源 于 它 ， 

为 了 增强 直观 性 和 形象 性 ,通常 把 随机 过 程 的 指标 集 7 解释 
为 时 间 。 于 是 ,人 们 能 够 把 许 许多 多 的 子 随 机 试验 ,边缘 分 布 函数 ， 
各 种 形式 的 条 件 概率 ,条 件数 学 期 望 等 研究 对 象 按照 时 间 的 先后 
次 序 组 织 成 条 理 分 明 ,联系 明显 的 “ 流 ”。 例 如 ,一 类 特殊 的 条 件数 
学 期 望 “ 流 ”被 称 为 怠 ; 又 如 ,人 们 把 一 类 特殊 的 子 随机 试验 “ 流 ” 称 
为 事件 流 或 过 滤 , 引 入 事件 流 空间 或 滤 过 的 概率 空间 * 汪 坦 ,作者 
把 随机 过 程 定义 在 事件 流 空 间 上 ,为 马尔 科 夫 (A. A. Markov) 过 
程 和 款 的 研究 带 来 许多 的 方便 5 。 

总 之 ,如 何 把 有 穷 维 子 随机 向 量 族 /V 产生 的 “事物 ”组 织 
来 ,并 进行 透彻 的 研究 是 宽 过 程 首先 面临 的 任务 。 

数学 永远 是 通过 有 限 去 认识 无 限 , 宽 随机 过 程 也 是 如 此 。 当 我 
们 对 六 有 了 初步 的 认识 后 ,接着 的 任务 是 引进 收敛 性 概念 ,发 展 
极限 方法 。 应 用 极限 方法 我 们 能 够 通过 /V 的 统计 知识 演绎 出 宽 
随机 过 程 或 它 的 无 限 维 子 随 机 变量 族 的 统计 知识 和 统计 规律 。 

本 书 不 涉及 这 项 任务 ,而 是 用 引出 这 项 诱 人 的 任务 结束 本 书 。 





包 在 应 用 中 经 常 使 用 它 的 -种 推广 形式 :X7 或 X,(w) ,1ET。 称 之 为 随机 向 量 过 
程 ,这 里 Xi(w) 是 随机 向 量 . 
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